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6 FOLGE BAND10, HEFT12 1952 


Ultraviolettabsorption kolloidaler Goldlösungen 
Von Bernhard Seraphin 
(Mit 6 Abbildungen) 


Inhaltsübersicht 


Die Absorption kolloidaler Goldlösungen wird in Abhängigkeit von der Teilchen- 
größe im Bereich der Wellenlängen zwischen 2900 AE und 6000 AE gemessen und 
das Ergebnis im Ultravioletten mit der zugehörigen Theorie von G. Mie ver- 
glichen. Es zeigte sich, daß die Messung im Ultravioletten gerade die umgekehrte 
Abhängigkeit der Absorptionsstärke von der Teilchengröße liefert, wie nach der 
klassischen Theorie von Mie zu erwarten war. Eine quantenmechanische Theorie 
von Möglich und Rompe wird auf das Problem angewandt und gezeigt, daß 
die sich aus ihr ergebende Zusatzabsorption den Anschluß an die Messungen be- 
friedigend herstellt. 


Das optische Verhalten kolloidal verteilter Materie ist wesentlich verschieden 
von dem der massiven Substanz. Von den Vorgängen, die speziell die Schwä- 
chung des Lichtes beim Durchgang durch kolloidale Metallösungen verursachen, 
macht man sich folgende Vorstellung: 

1. Das elektrische Feld der auftreffenden Lichtwelle verursacht in den Metall- 
partikeln der kolloidalen Lösung einen Strom, dessen Joulesche Wärmeenergie 
dem Strahlungsfeld entnommen werden muß. 

2. Die Beugung der auftreffenden Welle an den Partikeln bedingt einen Licht- 
verlust infolge Zerstreuung. 

3. Jedes einzelne Metallteilchen zeigt die für den festen Körper charakteristi- 
sche, durch das Bändermodell beschriebene Grundgitterabsorption, die einen 
Übergang der Elektronen zwischen zwei Bereichen erlaubter Energie entspricht 
und beim Gold bei 2900 AE einsetzt. 

Im Gegensatz zur Grundgitterabsorption, die ein spezifisch quantenmechani- 
scher Effekt ist, waren die beiden erstgenannten Absorptionsmechanismen bereits 
der Berechnung durch die klassische Physik zugängig. Die Theorie von Mie!) 
bewältigt das Problem unter den beiden vereinfachenden Annahmen, daß die 
Teilchen kugelförmig seien, bei so großem Abstand voneinander, d. h. bei so großer 
Verdünnung der kolloidalen Lösung, daß einmal abgebeugtes Licht nicht mehr 
berücksichtigt zu werden braucht und die Gesamtabsorption sich einfach als 
Summe der Absorption der einzelnen Teilchen darstellt. Unter Berücksichtigung 
der beiden erstgenannten Absorptionsmechanismen liefert die Miesche Theorie 
Formeln für den quantitativen Verlauf der Absorption als Funktion von Wellen- 
länge, Teilchengröße und Brechungsindex. Sie wurden von Mie selbst im sicht- 


1) G. Mie, Ann. Physik (4) 26, 377 (1908). 
Ann. Physik. 6. Folge, Bd. 10 1A 
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baren Bereich für Gold ausgerechnet und in neuerer Zeit von B. Lange?) und 


Fr. B. Gribnau?®) experimentell geprüft. Es zeigte sich die Berechtigung der 
beiden genannten Annahmen, vor allem, daß die Theorie mit Annahme einer 


Kugelform der Teilchen den Vorzug verdient gegenüber allgemeineren Ansätzen, 
die mit variabler Teilchenform arbeiten: Die Übereinstimmung im sichtbaren 
Gebiet ist befriedigend, mit Ausnahme des Violett. Bei etwa 5000 AE beginnend, 
weicht die Miesche Theorie in Richtung abnehmender Wellenlängen in wachsen- 
dem Maße von den Meßergebnissen ab, und zwar ist die Abweichung um so größer, 
je kleiner die Teilchen sind, so daß für die gröberen Teilchen mit einem Durch- 
messer > 500 AE die Übereinstimmung zwischen Theorie und Experiment auch 
im Violett befriedigend bleibt. Die im Violett zu kleineren Teilchen hin wachsende 
Differenz tritt in dem Sinne auf, daß die von der Theorie erfaßten klassischen 
Effekte die tatsächliche Absorption nicht voll wiedergeben, die gemessene Ab- 
sorption also größer ist als die theoretisch berechnete. 

„Das Ziel der vorliegenden Arbeit war es, dieser Diskrepanz ins Ultraviolett 
hinein nachzugehen. Zu diesem Zweck wurden einerseits die Absorptionsmessun- 
gen an gleichteiligen Goldkolloiden abgestufter Teilchengröße bis ins Gebiet der 
Grundgitterabsorption bei 2900 AE hinab fortgesetzt und andererseits die Mie- 
sche Theorie bis zu dieser Wellenlänge numerisch berechnet (Abb. 2—4). 

Es zeigte sich, daß die Differenz zwischen Meßergebnis und Miescher Theorie 
bei etwa 5000 AE steil in Form einer Kante bis zu etwa einem Zehntel der Grund- 
gitterabsorption anwächst und sich von diesem Bereich ab als Bande fast gleich- 
bleibender Höhe bis ins Gebiet der Grundgitterabsorptionskante hinein erstreckt. 
Die Höhe dieser Differenzenbande ist dem Teilchendurchmesser umgekehrt pro- 
portional, so daß die Differenz für die kleinsten Teilchen am größten ist (Abb. 5). 

Da die theoretisch errechnete Absorptionsstärke die experimentell ermittelte 
nicht erreicht, liegt es nahe, für die Erklärung der Abweichung einen zusätz- 
lichen Absorptionsmechanismus zu fordern, der für die fehlende Absorptions- 
stärke verantwortlich ist. Er müßte folgende Eigenschaften haben: 

1. Er müßte bei etwa 5000 AE wirksam werden. 

2. Seine Absorptionsstärke müßte vom Teilchendurchmesser abhängig sein in 
dem Sinne, daß er für die kleinsten Teilchen die stärkste Absorption liefert und 
mit zunehmendem Teilchendurchmesser verschwindet. Seine maximale Stärke 
müßte etwa eine Größenordnung kleiner als die Grundgitterabsorption sein. 

Es ist im Augenblick noch ohne Sinn, aus der Differenz zwischen Miescher 
Theorie und Experiment im Ultravioletten weitergehendere Folgerungen für diesen 
Absorptionsmechanismus abzuleiten. Die Genauigkeit, mit der diese Differenz be- 
stimmt werden kann, ist beschränkt durch die Ungenauigkeit, mit der die Meß- 
werte der optischen Konstanten des massiven Goldes, von denen die Miesche 
Theorie in recht empfindlicher Weise abhängt, zur Zeit noch behaftet sind. Be- 
rechnet man die Absorption nach Mie unter Heranziehung der verschiedenen, 
stark voneinander abweichenden Meßwerte der optischen Konstanten, so liegen 
die Kurven innerhalb eines breiten Bandes, das in Abb. 6 dargestellt ist. Höhe 
und Einsatzpunkt der oben besprochenen Differenzenbande richtet sich nach Aus- 
wahl der Meßwerte der optischen Konstanten. Es hat sich jedoch gezeigt, daß 
die Differenz Eigenschaften besitzt, die von dieser Auswahl unabhängig sind, also 
bei beliebiger Wahl der optischen Konstanten aus der Breite des Bandes, in der 

2) B. Lange, Z. physik. Chem. 1238, 1 (1928). 

3) Fr. B. Gribnau, Kolloid-Z. 82, 15 (1938). 


die: 

une 

we 
fes 

au 

50 

we 

ko 

na 
tel 

be 
be 
sc 

de 

te 
sie 
Si 

ve 

re 

si 

ti 

fi 

a 

n 


und 


der 
einer 


tzen, 
aren 
rend, 
hsen- 
ößer, 
ırch- 
auch 
ende 
chen 

Ab- 


olett 
sun- 
‚ der 
Wie - 


:orie 
und- 
ckt. 
pro- 
.5). 
elte 
ätz- 
ons- 


B. Seraphin: Ultraviolettabsorption kolloidaler Goldlösungen 3 


diese Werte heute leider immer nur noch vorliegen, unverändert bleiben. Diese 
unempfindlichen Eigenschaften sind oben unter 1. und 2. zusammengestellt. 

Es ist sicher zweckmäßig, in diesem Zusammenhang auf Messungen hinzu- 
weisen, die auf einen Effekt schließen lassen, der dem in der vorliegenden Arbeit 
festgestellten ähnlich ist. 

Wolter) wertet Absorptionsmessungen von Goos®) an dünnen Silberschichten 
aus und kommt dabei zu folgendem Ergebnis: Die hergestellten Proben von 14 AE, 
50 AE, 60 AE und 155 AE Schichtdicke zeigen im langwelligen UV und kurz- 
welligen Sichtbaren eine Absorption, die etwa eine Größenordnung über der des 
kompakten Materials liegt. Mit Ausnahme der dünnsten Schicht von 14 AE Dicke 
nahm diese Absorption mit zunehmender Schichtdicke ab. Für dünne Goldschich- 
ten findet Goos nur eine geringe Abhängigkeit der optischen Konstanten von der 
Schichtdicke. Man darf wohl daraus schließen, daß der die Ultraviolettabsorption 
bedingende Mechanismus sich beim Gold nicht so ungehindert entfalten kann wie 
beim Silber, bei dem die Ultraviolettabsorption dünner Schichten, wie eben be- 
schrieben, sogar die Stärke der Grundgitterabsorption übersteigt. Sicherlich würde 
deshalb die vorliegende Arbeit, an Silberkolloiden durchgeführt, die beobach- 
teten Effekte in viel stärkerem Maße zeigen. Leider sind die Schwierigkeiten, die 
sich der Herstellung wohldefinierter, gleichteiliger und genügend fein zerteilter 
Silbersole entgegenstellen, sehr viel größer als beim Gold. 

Daß die Ultraviolettabsorption aber auch dann zu erwarten wäre, legen un- 
veröffentlichte Versuche von Havemann nahe, die von Möglich und Rompe 
referiert werden®). Havemann untersuchte die Absorption von Silber und Queck- 
silber, das in organischen Lösungsmitteln kolloidal verteilt ist und findet Absorp- 
tionsmaxima im Ultravioletten. Leider waren die verwendeten Sole zu wenig de- 
finiert, um Abhängigkeiten von der Teilchengröße erkennen zu lassen und wohl 
auch zu grobteilig, um den Effekt klar hervortreten zu lassen. 

Einen Hinweis auf die Natur des oben geforderten, zusätzlichen Absorptions- 
mechanismus im Ultravioletten liefert uns eine Theotie, die im Zusammenhang 
mit Problemen der Supraleitung kürzlich von Möglich und Rompe®) ?)®)®) ent- 
wickelt wurde. Möglich und Rompe nehmen eine spezielle Wechselwirkung der 
Elektronen untereinander an, der sie den Namen ,,Plasmawechselwirkung“ geben, 
eine Analogie, die plausibel wird durch die Berücksichtigung der elektrostatischen 
Wechselwirkung zwischen Ladungsträgern unter Beachtung der Abweichung von 
der Quasineutralität, wie es bereits im Rahmen klassischer Vorstellungen der 
Theorie des Plasmas üblich war. Als quantenmechanische Zusatzbedingung wird 
allerdings der Nullpunktsdruck und damit das statistische Verhalten der Elek- 
tronen berücksichtigt. In Durchführung ihrer Theorie kommen Möglich und 
Rompe zu Bewegungsgleichungen, die Schwingungen des gesamten Elektronen- 
kollektivs zulassen, ähnlich den Plasmaschwingungen einer hochionisierten Gas- 
entladung. Berechnet man die Übergangswahrscheinlichkeit vom Grundterm des 
Elektronenplasmas zum ersten angeregten Term unter dem Einfluß einer mono- 
chromatischen Lichtwelle, so ergibt sich eine Absorption, die genau dem ent- 

4) H. Wolter, Z. Physik 118, 547 (1939); 115, 696 (1940). 

5) F. Goos, Z. Physik 100, 95 (1936); 102, 702 (1936); 106, 606 (1937). 

*) F. Möglich u. R. Rompe, Ann. Physik (6) 1, 27 (1947). 

?) F. Möglich u. R. Rompe, Ann. Physik (6) 3, 322 (1948). 

8) F. Möglich u. R. Rompe, Ann. Physik (6) 4, 335 (1949). 

®) F. Möglich u. R. Rompe, Ann. Physik (6) 6, 177 (1949). 
1* 
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spricht, was wir für den Zusatzmechanismus im langwelligen UV forderten: Ihre} 
Stärke liegt in der beobachteten Größenordnung und ist dem Teilchendurchmesser 
umgekehrt proportional. Die Lage der Absorptionskante hängt im Rahmen der 
Theorie, auf die auch in diesem wichtigen Punkt hier nur auf die Originalarbeit 
verwiesen werden kann, mit der Eindringtiefe magnetischer Felder in Supraleiter 
zusammen und ist durch diesbezügliche Messungen auf etwa 4500 AE festgelegt, 
auf einen Wert also, der mit dem Einsatz der oben erwähnten Differenzenbande 
befriedigend übereinstimmt. 


$ 1. Herstellung und Analyse der kolloidalen Goldlösungen 


Nach dem Keimverfahren von Zsigmondy™) wurden fünf Goldhydrosole ab- 
gestufter Teilchengröße hergestellt, die im folgenden als Hyx 0 bis Hyx 4 bezeich- | 
net werden, unter Andeutung des verwendeten Reduktionsmittels Hydroxyl- 
aminchlorhydrat. Das zur Herstellung benötigte sehr reine Wasser wurde in einer 
staubdicht abgeschlossenen Apparatur aus Sinterquarz destilliert. Da es nicht nur 
darauf ankam, die Leitfähigkeit des Wassers möglichst herabzudrücken, sondern 
auch Fremdkeime aus Nichtelektrolyten zu erkennen und auszuscheiden, wurde 
zur Prüfung der Reinheit des Wassers der Tyndallkegel einer sehr starken Licht- 
quelle (Quecksilberhöchstdrucklampe HBO 500) beobachtet. Es zeigte sich, daß 
bei mehrfacher Destillation der Reinheitsgrad einem Grenzwert zustrebt, so daß 
offenbar die absolute optische Leere, das Verschwinden jeder Andeutung eines 
Tyndallkegels, nicht zu erreichen ist. Selbst das Destillat hochentwickelter 
Spezialapparate, wie des Bidestillierapparates aus Quarz von Heraeus, ließ den 
Tyndallkegel nicht vollständig verschwinden. Ultrafiltration schaffte ebenfalls 
keine Abhilfe. 


Die Feststellung der durchschnittlichen Teilchengröße sowie die Prüfung der 
annähernden Gleichteiligkeit der angesetzten Sole wurde im Siemens-Übermikro- 
skop durchgeführt. Aus mehreren Lösungsreihen wurde ein Satz ausgewählt, der 
sich durch größte Gleichteiligkeit bei sehr hohem Zerteilungsgrad der Keimlösung 
auszeichnete. Die Bestimmung der durchschnittlichen Teilchengröße wurde fol- 
gendermaßen ausgeführt: Die elektronenmikroskopischen Aufnahmen der Kolloide 
wurden mit dem Epidiaskop auf eine Leinwand projiziert und etwa 100 Teilchen 
jeden Sols mit dem Lineal ausgemessen. Die Werte lagen mit ihrer überwiegenden 
Anzahl in einem Intervall von 10% Streuung um einen häufigsten Wert. Ab- 
weichungen von über 10% waren äußerst selten, so daß die Sole als praktisch 
gleichteilig bezeichnet werden können. 

Die arithmetischen Mittelwerte der Teilchendurchmesser betragen: 


Hyx3 278 AE 
Hyx4 530 AE 


Bei der Keimlösung Hyx 0 wurde die Auflösungsgrenze des Übermikroskops be- 
reits überschritten. Da die Hydroxylaminmethode jedoch so ausgearbeitet ist, daß 
sich die Teilchendurchmesser aufeinanderfolgender Lösungen stets wie 1:2 verhalten, 


10) R. Zsigmondy, P. A. Thiessen, Das kolloide Gold, Leipzig 1925, 
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Hyx0 30AE 
Hyx1 64AE 
Hyx2 126AE 
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darf, in Übereinstimmung mit den grobteiligeren Lösungen, die diese Regel be- 
folgen, geschlossen werden, daß die Teilchen von Hyx 0 etwas größer als 30 AE 


sind. 
Die elektronenmikroskopischen Aufnahmen der Kolloide siehe in Abb. 1a—d. 


Hyx 1 Hyx 2 
Teilchendurchmesser 64 A Teilchendurchmesser 126 A 
Vergrößerung: Vergrößerung: 
27000fach elektronenoptisch 10500fach elektronenoptisch 
8,7fach lichtoptisch 3,8fach lichtoptisch 


2 


Hyx 3 Hyx 4 
Teilchendurchmesser 278 A Teilchendurchmesser 530 A 
Vergrößerung: Vergrößerung: 

10500 fach elektronenoptisch 5500fach elektronenoptisch 
2 fach lichtoptisch 2,7fach lichtoptisch 


Abb. 1 Aufnahmen der Goldkolloide im Übermikroskop 
Ann. Physik. 6. Folge, Bd. 10 1B 
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$ 2. Die Absorptionsmessungen 


Es wurde der Absorptionskoeffizient K bestimmt, der durch die Gleichung 
definiert ist: 


J(z)=J,e 


(J, einfallende Intensität, c Konzentration des Sols in Volumprozenten, so daß 
bei einem Goldgehalt von 19,4 mg = 1 mm? pro Liter zu setzen wäre c = 10-*). 

In den folgenden Kurven ist stets als Ordinate die Größe K - 10-3 mm! auf- 
getragen. 

Hinter einem Doppelmonochromator mit Quarzoptik wurden Relativmessun- 
gen Lösungsmittel — Lösung mit Hilfe zweier schwenkbarer Quarzküvetten von 
10 mm Schichtdicke ausgeführt. Beleuchtet wurde im Sichtbaren bis 4000 AE 
mit einer Projektionslampe, ab 4000 AE bis etwa 2800 AE mit einer Quecksilber- 
höchstdrucklampe HBO 500. Das zur Messung benutzte Licht fiel auf eine Preß- 
ler-Photozelle mit Quarzgehäuse. Der Photostrom wurde im sichtbaren und 
ultravioletten Bereich bis etwa 3000 AE in einem Gleichstromverstärker mit 
Elektrometertriode verstärkt und mit einem Multiflexgalvanometer gemessen. 
Im Gebiet der Grundgitterabsorption wurde der von dem Photostrom an einem 
sehr großen Flüssigkeitswiderstand erzeugte Spannungsabfall mit einem Elektro- 
meter in heterostatischer Schaltung gemessen. 


$ 3. Diskussion der experimentellen Fehlerquellen 


1. Der apparative Fehler: Um zu einer Übersicht über den maximalen Fehler 
der Meßapparatur zu gelangen, wurde der Abstand der Photozelle von der Licht- 
quelle genau variiert und die Ausschläge des Galvanometers bei verschiedenen, 
genau bestimmten Abständen miteinander verglichen. Es zeigte sich in mehreren 
Meßreihen, daß der auf diese Weise ermittelte Gesamtfehler der Apparatur (Lam- 
penschwankungen, Abweichung von der Linearität bei Photozelle, Verstärker und 
Galvanometer, Ablesefehler) 1,5% nicht überstieg. Die für die Vergleichsmessungen 
benutzten Schwenkküvetten waren innerhalb der apparativen Fehlergrenzen von 
gleicher Beschaffenheit. 

2. Der vom Präparat herrührende Fehler: Da nur der Quotient aus Absorp- 
tionskoeffizient und Konzentration der Messung zugänglich ist, gelangt durch die 
Bestimmung der Konzentration ein weiterer Fehler ins Meßergebnis. Unter Zu- 
grundelegung der B. Langeschen Untersuchungen über die Konzentration der 
Zsigmondyschen Goldsole?) wurde angenommen, daß die Ausreduktion der 
Goldverbindungen vollständig zu Ende läuft und der Bestandteil an nichtkolloidem 
Gold (Au,0) 1,5% nicht übersteigt. Die Konzentration der Goldsole ist also bis 
auf 1,5% genau bestimmt. 

3. Der durch das Streulicht verursachte Fehler: Obwohl die Streuung als Bei- 
trag zur Absorption gewertet wird und der Streukoeffizient als Bestandteil des 
Gesamtabsorptionskoeffizienten mit gemessen wird, wäre denkbar, daß durch die 
unterschiedliche Streuung der Lösungen nach vorwärts in Richtung des gemesse- 
nen Parallelstrahles eine unterschiedliche Belichtung der Photozelle und damit 
eine Verfälschung des Meßergebnisses, das sich ja nur auf den durchtretenden, 
strengen Parallelstrahl bezieht, eintreten könnte. Berechnung der Streuintensi- 
tät für den ungünstigsten möglichen Fall (gröbste Teilchensorte bei kürzester 
Wellenlänge) zeigt jedoch, daß die gesamte Streuintensität unterhalb von 1% der 
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auffallenden Intensität bleibt, das in Richtung Photozelle gestreute Licht also 
sicher unter 1 Promille bleibt und damit zu vernachlässigen ist. 
Der gesamte Fehler der Messung setzt sich also wie folgt zusammen: 


1. Der apparative Fehler 1,5% 
2. Der vom Präparat herrührende Fehler 1,5% 


Gesamtfehler 3 % 


$ 4. Diskussion der Meßergebnisse 


Uber den Gegenstand liegen Messungen von B. Lange?) und Fr. B. Grib- 
nau) vor, die sich allerdings nur über den Wellenlängenbereich von 4500 AE 
bis 7000 AE erstrecken. In beiden Arbeiten wurde die Teilchengröße ultramikro- 
skopisch bestimmt, wobei die in einem Volumelement enthaltene Substanzmenge 
durch die Zahl der beobachteten Beugungsscheiben dividiert und so auf den Teil- 
chenradius geschlossen wird. Diese Methode liefert daher für den Teilchenradius 
nur einen durchschnittlichen Wert, ohne Rücksicht darauf, ob ein gewisser Prozent- 
satz größerer oder kleinerer Teilchen vorhanden ist. 

In der vorliegenden Arbeit wurde die Kontrolle der Gleichteiligkeit der Sole 
vermittels direkter Beobachtung unter dem Elektronenmikroskop durchgeführt 
und unter zahlreichen Lösungssätzen derjenige zur Absorptionsmessung herange- 
zogen, der der Forderung nach Gleichteiligkeit am besten entsprach. Wie wichtig 
diese direkte Kontrollmöglichkeit ist, wird von Lange in seiner Arbeit gezeigt, 
in der er den bedeutenden Einfluß kleiner Anteile in der Größe abweichender 
Teilchen abschätzt. 


A107 


10 TEN 530A 


3000 3500 4000 4500 5000 5500 6000 ", AinÄ 
Abb. 2. Die Absorption kolloidaler Goldlösungen im Ultravioletten 
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‘ Die Übereinstimmung der in dieser Arbeit beschriebenen Messungen mit den 
eben zitierten ist befriedigend. Ab 5000 AE ins Sichtbare hinein wird die Mie- 
sche Theorie von allen drei Messungen gut bestätigt. Dieser gute Anschluß der 
hier beschriebenen Messungen im Ultraviolett an die bereits vorliegenden Arbei- 
ten im Sichtbaren läßt grobe systematische Fehler, durch die der beobachtete 
Effekt im UV zustandekommen könnte, unwahrscheinlich werden. 

Der Verlauf des Absorptionskoeffizienten im Ultravioletten ist nun folgender: 
Nachdem in blauem Maximum der Absorption die Absorptionsstärke dem 
Teilchendurchmesser direkt proportional war, durchlaufen die Absorptionskurven 
der Lösungen im Violetten einen Punkt gleicher Absorptionsstärke, um sich dann 
im umgekehrten Sinne aufzuspalten: Beginnend bei etwa 4900 AE ist die Absorp- 


K +10 3 
A 
120+ 120 
mor 110F 
100+ „ol 
80} . 
70 r 70 r 
60 Hyx 0 sol Hyx 4 
4 1 ~ 50 i 
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Abb. 3. Meßwerte der Kante der Grundgitterabsorption 


tionsstärke dem Teilchendurchmesser umgekehrt proportional, die feinteilige Lö- 
sung absorbiert stärker als die grobteilige. Nach Durchlaufen eines Minimums bei 
etwa 4300 AE steigen die Absorptionskurven fast linear an, wobei sie sich in un- 
gefähr gleichem Abstand nach der Teilchengröße schichten, bei geringster Absorp- 
tion mit der grobteiligsten Lösung beginnend. 

Bei etwa 2950 AE setzt die Absorption im Grundgitter in einer steilen Kante 
ein, deren Lage zwar teilchengrößenunabhängig ist, deren Höhe jedoch in gleichem 
Sinne von der Teilchengröße abhängt, wie die Ultraviolettabsorption. Auf das 
teilchengrößenabhängige Kurvenbild des nahen Ultraviolett scheint die Grund- 
gitterkante konstanter Höhe aufgesetzt (Abb. 2). 


$5. Die Miesche Theorie im UV, Kritik der optischen Konstanten 


Geht man an die numerische Berechnung der Mieschen Theorie im Ultravio- 
letten, so taucht die erste Schwierigkeit in der Mannigfaltigkeit der vorliegenden, 
stark voneinander abweichenden Meßwerte der optischen Konstanten des massiven 
Goldes auf, die sich für die Berechnung der Theorie anbieten. Die Schwierig- 
keiten, die mit der Messung der optischen Konstanten dicker Metallschichten ver- 
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bunden sind, werden von Weiß!!) eingehend besprochen. Weiß führt ein Ver- 
zeichnis der vorliegenden älteren und neueren Messungen auf und stellt fest, daß 
die erhaltenen Werte stark voneinander abweichen. Als Ursache werden bei älteren 
Arbeiten am massiven Material der unterschiedliche Reinheitsgrad der verwende- 
ten Substanzen sowie Überreste von Polier- und Reinigungsmitteln angeführt. In 
neueren Arbeiten werden die Spiegel ausnahmslos durch Aufdampfen hergestellt, 
doch lassen sich auch hierbei Verunreinigungen und Abhängigkeiten von Auf- 
dampfbedingungen und Spiegelunterlagen nicht vermeiden. So liegen auch die 
neueren Ergebnisse innerhalb eines mehr oder minder breiten Bandes. 

Ein Maximum an Zutrauen scheinen indessen noch unveröffentlichte Messun- 
gen von Kober zu verdienen, der unter Zuhilfenahme der auf diesem Gebiet sehr 
umfangreichen Erfahrungen des Försterlingschen Instituts in Köln Messungen 
mit einer Spezialapparatur anstellte, die zur Steigerung der Meßgenauigkeit vier 
Reflexionen an vier Spiegeln ausnützte. Er kommt zu folgenden Werten für die 
optischen Konstanten des massiven Goldes im Ultravioletten: 


3 n k | dn | dk 

5000 1,006 1,700 | 

4500 1,346 | 1,618 | 

4000 1,487 1,596 0,014 | 0,007 
3700 1,411 | 1,567 

3400 1,458 1,543 

3100 1,421 1,548 0,016 | 0,008 
2800 1,284 | 1,495 | 

2500 1,133 1,361 0,013 0,009 


Trotzdem den Koberschen Messungen ein besonderes Zutrauen entgegen- 
gebracht wurde, so daß vorwiegend die damit berechnete Miesche Theorie im 
folgenden den Absorp- 
tionsmessungen gegen- 10” 
übergestellt wird, sollte 2} 
jede durch spezielle Aus- zyl 
wahl der optischen Kon- 
stanten entstehende Will- 
kür vermieden werden: 

In der Abb. 4 wurde 
das Band aufgetragen, 
innerhalb dessen jede 
theoretisch berechnete 
Absorptionskurve ver- 
läuft, gleich welche vor- 
liegende Messung der 
optischen Konstanten Smreuung der Theorie 
man verwandt hat. Um Ye. Breite der Meßfehler 
die Übersicht nicht zu er- cooee Theorie nach Kober 
nur fiir eine Teilchen- 3000 3500 4000 4500 5000 5500 AinA 


Abb. 4. Die Streuung der errechneten Kurven bei unter- 
u) K.Weiß, Z.Natur- schiedlicher Wahl der optischen Konstanten und die 
forschg. 8a, 143 (1948). Breite der Meßfehler 
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größe, die der Lösung Hyx0, der feinstzerteilten Lösung, aufgetragen. Jede 


innerhalb des Bandes liegende theoretisch errechnete Absorptionskurve hat fol- 
gende Eigenschaften: 


Die klassisch errechnete Absorption gibt den Verlauf der gemessenen Kurven ] 
im Bereich vor der Kante der Grundgitterabsorption grob qualitativ wieder, Nach Exp 
Durchlaufen eines Minimums bei etwa 4300 AE steigt der berechnete Absorptions- 1 
koeffizient in schwacher Kriimmung an. Die nach der Mieschen Theorie berech- Wei 
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Abb. 5a. Vergleich der gemessenen Absorption mit der nach Mie berechneten für Ab! 
Teilchen von 30 A Durchmesser 
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nete Absorption liegt unterhalb der experimentell beobachteten. Die dieser Theorie 
zugrunde liegenden klassischen Absorptionsmechanismen sind in diesem Gebiet 
also offenbar nicht in der Lage, die tatsächliche Absorption voll wiederzugeben. 

Eine weitere, sehr charakteristische Diskrepanz zwischen Miescher Theorie und 
Experiment zeigt sich bei der Betrachtung der Abhängigkeit von der Teilchengröße: 

Die Miesche Theorie gewinnt, von unendlich kleinen Teilchen ausgehend, die 
Werte für größere Teilchen bekanntlich durch Addition von Zusatzgliedern, deren 


Myx 2 
---- nach Mie berechnet 


7000 40 300 
Abb. 5c. Vergleich der gemessenen Absorption mit der nach Mie berechneten für 
Teilchen von 126 Ä Durchmesser 


absoluter Betrag mit dem Teilchenradius wächst. Das Vorzeichen dieser Zusatz- 
glieder richtet sich nach den optischen Konstanten der betrachteten Substanz 
und bestimmt somit die Abhängigkeit von der Teilchengröße, da bei positivem 
Zusatzglied die grobteiligste Lösung am stärksten und die feinteiligste am schwäch- 
sten absorbieren müßte, bzw. bei negativem Zusatzglied umgekehrt. Alle vor- 
liegenden Meßwerte der optischen Konstanten liefern nun für das UV das über- 
einstimmende Ergebnis, daß die grobteiligste Lösung am stärksten und die fein- 
teiligste am schwächsten absorbieren müßte. Die Miesche Theorie steht also be- 
züglich ihrer Abhängigkeit von der Teilchengröße im direkten Gegensatz zum 
Experiment. Die Schichtung der Absorptionskurven in Abhängigkeit von der 
Teilchengröße ist gerade umgekehrt, wie es die klassische Theorie vorschreibt. 

Bezeichnet man also mit 1, 2, 3, 4 vier Lösungen, deren Teilchendurchmesser 
mit der Nummer wachsen, so stehen sich berechnete und gemessene Absorption 
im Sinne folgenden Schemas gegenüber: 


k 
A 


~~ 
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— ~~ 
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Differenz 


II 3 Experiment 


| Theorie 
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$ 6. Vergleich der Mieschen Theorie mit dem Experiment 


Unter Verwendung der Koberschen Werte für die optischen Konstanten des 
massiven Goldes sind in Abb. 5a, b,c für jede Teilchengröße gesondert die ge- 
messenen Absorptionskurven mit den nach Mie errechneten verglichen. Da die 
Miesche Theorie für kleine Teilchen gewisse Vernachlässigungen erlaubt, wurden® 

nur die Lösungen Hyx 0 bis 
Hyx2berücksichtigt, daauch@ 
5ot nur bei feinteiligen Lösungen 
der Effekt klar auftritt. 


Die Differenz zwischen} 
Experiment und Miescher 
Theorie wurde in Abb. 6 in 
Abhängigkeit von der Teil- 
chengröße aufgetragen. Wie 
schon im vorigen Para- 
graphen erwähnt, ließ erstens 
die Tatsache, daß die beob-% 
achtete Absorption über der 
rechnerisch gewonnen liegt# 
und zweitens die Abhängig-# 
keit von der Teilchengröße 
bei Theorie und Experiment 
gerade im umgekehrten 
Sinne verläuft, erwarten, daß# 
eine positive Differenz zwi- 
schen beobachteter und er- 
» . rechneter Kurve auftritt, die 
4500 300 AinA hei kleinsten Teilchen die 


Abb. 6. Differenz zwischen gemessener Absorption größten Werte annimmt und 
und nach Mie berechneter für verschiedene Teilchen- zu gröberen Teilchen hin 


größen verschwindet. Die Differenz 
erstreckt sich nach ihrem 
Einsetzen bei etwa 5000 AE in Form einer langgestreckten Bande bis ins Gebiet der # 
Grundgitterabsorption hinein. Da keine Gründe für eine Abhängigkeit der Grund- 
gitterabsorption von der Teilchengröße bekannt sind, erstreckt sich offenbar der die 
Differenz bedingende Absorptionsmechanismus bis über die Kante der Grundgitter- 
absorption hinaus, denn die Höhe der Grundgitterkante zeigt die gleiche Abhängig- J 
keit von der Teilchengröße wie das vorgelagerte Gebiet. Es sieht so aus, als ob sich 
die bei allen Teilchengrößen gleichstarke Grundgitterabsorption auf die geschich- 
tete Bande des nahen Ultraviolett aufsetzt. Diese Abhängigkeit der Grundgitter- 
absorptionsstärke von Wer Teilchengröße läßt es auch nicht zu, die Differenzen- 
bande gewissermaßen als vergröberten langwelligen Ausläufer zu erklären, wie er 
von Oberflächen- und Störtermen im Bändermodell der Kristalle her bekannt ist. 
Zwar würde die Zahl der Oberflächenterme im Verhältnis zur Zahl des Gesamt- 
terme des einzelnen Goldkügelchens bei abnehmendem Radius des Teilchens 
wachsen und somit im langwelligen Ausläufer die richtige Abhängigkeit der Ab- 
sorption von der Teilchengröße schaffen. Aber dieser Effekt dürfte sich auf keinen 
Fall ins Gebiet der Grundgitterabsorption hinein erstrecken. 
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Wie im $5 erweist es sich auch hier zur Vermeidung jeder Willkür als un- 
bedingt notwendig, diejenigen Eigenschaften der Differenz zwischen Theorie und 
Experiment herauszuschälen, die von der Auswahl der optischen Konstanten bei 
Berechnung der Theorie unabhängig sind, sich also unempfindlich gegen eine Ver- 
schiebung der berechneten Kurve innerhalb des schraffierten Bandes der Abb. 4 
erweisen. Wie man sofort an der Betrachtung der nur auf eine Teilchengröße 
bezogenen Abb. 4 sieht, wird genaue Höhe und Einsatzpunkt der Differenz nicht 
zu diesen unempfindlichen Eigenschaften zählen. Ebenso dürfen aus Uneben- 
heiten der Differenzenbande keinesfalls Schlüsse gezogen werden, bevor die opti- 
schen Konstanten des Goldes nicht endgültig bekannt sind. 

Es lassen sich jedoch zwei Eigenschaften angeben, die erhalten bleiben ohne 
Rücksicht auf die Willkür in der Wahl der optischen Konstanten, sobald man dann 
nur für jede Teilchengröße bei diesem ausgewählten Satz bleibt: 

1. Wie bereits in $5 betont, liefert die Theorie für jede vorliegende Messung 
der optischen Konstanten die verkehrte Abhängigkeit von der Teilchengröße. Da 
die Theorie auch durchweg unterhalb der gemessenen Kurven liegt, bleibt der 
Gang der Differenz mit der Teilchengröße, die Schichtung der in Abb. 6 wieder- 
gegebenen Differenzenbande, erhalten. 

2. Für einen Teilchensatz, dessen Teilchenradien sich in den verschiedenen Lö- 
sungen wie 1:2:4 verhalten, zeigen die zugehörigen Differenzenbanden Höhen, 
die sich wie 4:2:1 verhalten. In diesem Verhältnis der durchschnittlichen Höhen 
liegt wiederum eine Eigenschaft, die von der Wahl der optischen Konstanten 
weitgehend unabhängig ist. 

Zusammenfassend läßt sich also folgendes sagen: Die von der Mieschen Theorie 
erfaßten klassischen Absorptionsmechanismen sind im Ultravioletten nicht in der 
Lage, die beobachtete Absorption voll wiederzugeben. Sie liefern eine Absorption, 
deren Stärke gerade umgekehrt von der Teilchengröße abhängt wie beobachtet. 
Zur Erklärung der fehlenden Absorption wäre ein zusätzlicher Absorptionsmecha- 
nismus anzunehmen, der bei etwa 5000 AE wirksam wird, dessen Stärke dem 
Teilchendurchmesser umgekehrt proportional und etwa eine Größenordnung 
schwächer als die Grundgitterabsorption ist. 


$ 7. Vergleich der Meßergebnisse mit der Theorie von Möglich und Rompe 


Nachdem sich die klassische Theorie als unfähig erwiesen hat, im Wellen- 
längenbereich unterhalb 5000 AE die beobachtete Absorption voll wiederzugeben, 
bleibt zu prüfen, in welchem Umfang die quantenmechanische Theorie von Mög- 
lich und Rompe®)?)®)®) die verbleibende Differenz erklären kann. Möglich und 
Rom pe leiten einen Ausdruck für die Ubergangswahrscheinlichkeit im Elektronen- 
plasma ab, der qualitativ zwei Eigenschaften der Plasmaabsorption abzulesen ge- 
stattet: ; 

1. In einer dünnen Schicht ist die Absorptionsstärke dem Durchmesser der 
Schicht umgekehrt proportional und 

2. die für die Absorption maßgebenden Terme des Elektronenkollektivs sind 
in einer Bandstruktur angeordnet, so daß sich die Absorption nach Einsetzen in 
Form einer Kante in gleichbleibender Höhe bandförmig hinzieht. Die Lage dieser 
Kante wird durch Überlegungen, die hier nicht näher besprochen werden können, 
mit der Eindringtiefe magnetischer Felder in Supraleiter verknüpft und ist dadurch 
vermittels anderweitiger Messungen auf 4500 AE festgelegt, 
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Wie im folgenden gezeigt wird, läßt sich die ursprünglich auf die dünne Schicht 
zugeschnittene Theorie durch eine geringfügige Abänderung auf ein Kolloid um- 
formen, ohne daß die Ergebnisse im wesentlichen geändert werden. An Stelle der 
Schichtdicke tritt der Durchmesser des kolloiden Teilchens, so daß es nun lauten 
muß: Die Absorptionsstärke ist dem Teilchendurchmesser umgekehrt proportional. 
Die Theorie von Möglich und Rompe liefert also wichtige Züge des oben postu- 
lierten Zusatzmechanismus, den wir aus der Differenz zwischen Experiment und 
klassischer Theorie entnehmen zu müssen glaubten. Die nachfolgenden Rechnun- 
gen sollen beweisen, daß die Möglich-Rompesche Theorie auch die richtige 
Größenordnung für die Stärke dieses zusätzlichen Absorptionsmechanismus lie- 
fert, indem die aus ihr berechnete Absorptionsstärke etwa eine Größenordnung 
unter der Stärke der Grundgitterabsorption liegt. 


Setzt man voraus, daß die Leitungselektronen des einzelnen Goldkügelchens 
den von Möglich-Rompe angeführten Bewegungsgleichungen gehorchen, so ist 
das Kollektiv dieser Elektronen zu Schwingungen befähigt, deren Stromdichte 
der Gleichung gehorcht 


c2? Aj + 422 


or 
Fragt man nach zeitlich periodischen Lösungen, so gelangt man zu der Eigen- 


wertgleichung 
„[" n (x, Y, 2) e\. 


Die Lésungen haben wegen der formalen Ubereinstimmung von (*) mit der 
Schrédinger-Gleichung der Eigenfunktionen eines Kristalls mit periodischem 
Potential die Form 

fy = F(x, y, 2), 


wobei F’, eine im Gitter des Goldkristalis periodische Funktion und ft den ,,re- 
duzierten‘‘ Ausbreitungsvektor bedeuten. Über die Verteilung der möglichen 
Eigenwerte der Gleichung (*) darf man die gleichen Schlüsse ziehen, wie im Falle 
der Eigenwerte und Eigenfunktionen in einem pericdischen Potential. Die Eigen- 
werte liegen also auch hier kontinuierlich und es wechseln erlaubte und verbotene 
Gebiete miteinander ab. Es zeigt sich eine Bandstruktur für die möglichen 
Werte » der Gleichung (*). 


Entwickelt man die im ungestörten Zustand des Elektronenkollektivs, des 
„Plasmasystems‘‘ vorliegende Stromverteilung nach den Eigenfunktionen der 
Gleichung (*), so erhält man 


Hier sind die p, komplexe Impulsvektoren harmonischer Oszillatoren, die zwar 
nicht mehr Funktionen der Raumkoordinaten x, y,z, wohl aber der Zeit ¢ sind; 
und zwar ist ihre zeitliche Abhängigkeit durch e*?*=irt gegeben. 

Auf dieses derart beschriebene Plasmasystem lassen wir eine monochromati- 
sche Lichtwelle einwirken und berechnen die Wahrscheinlichkeit der Absorption 
eines Lichtquants durch das Plasmasystem. Fassen wir die Lichtwelle als Stö- 
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rung eines quantenmechanischen Systems auf, das sich im m-ten Quantenzustand 
befindet, so ist die Wahrscheinlichkeit, es zur Zeit t im k-ten Zustand anzutreffen. 


2 
n Kunde 
wobei unter K,,,, der Ausdruck 


(0) 


1 
e 


verstanden werden soll. 


Beschreiben also die Hamiltonfunktionen H das ungestérte System, 
A” + 9” (t) das gestérte, so gewinnt man HR, gemäß 


0 


wobei yy, und Vr die Eigenfunktionen des ungestörten Systems bedeuten. 


Wie in der Arbeit Möglich-Rompe®) werde die Lichtwelle durch ihr Vektor- 
potential dargestellt 


%,= (tt-¥t) + d¥ xi (fr-vt) 


und für die Energiedichte der Wechselwirkung mit dem Plasma der Ansatz ge- 
macht 


2 
== -p We = — x Y, z) Ur: 


Die Integration über den Raum liefert die gesamte Wechselwirkungsenergie 


E,, = H(t) = — dt. p,-y- 8, 


me 
wobei y und S folgende Bedeutung haben: 


(Zelle) n 


Wie in Méglich-Rompe®) gezeigt wird, kann man die Eigenenergie des Plas- 
mas abbilden auf die Summe der Energien harmonischer Oszillatoren, deren Fre- 
quenzen den Eigenwerten der Gleichung (*) entsprechen. 


Die Hamiltonfunktion des Plasmasystems kann also in der Form ge- 
schrieben werden 


1 


H= Spt 2a 
= v 


Zur Schrödinger-Gleichung des ungestörten Systems gelangt man durch die 
Ersetzung der Impulse durch die zugehörigen Operatoren. Da die Gleichung in 
den Koordinaten und Impulsen der einzelnen Oszillatoren separierbar ist, setzt 


sich die Gesamteigenfunktion Y,, des Plasmasystems zusammen aus dem Pro- 
dukt der Eigenfunktionen der einzelnen Oszillatoren: 


= II ye” » 
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Für jede einzelne Oszillatoreigenfunktion gilt die Normierungsbedingung 
de = 1. 


Bildet man nun die Matrixelemente H,, indem man die Wechselwirkungsenergie 
A(t) in Operatorform schreibt 


h ~ 
v 


me 


und in der Form anwendet 


so wirkt der Wechselwirkungsoperator H® nur auf die Koordinate q, und bildet 
mit ihr das Impulsmatrixelement mk eines harmonischen Oszillators der Fre- | 
quenz y. Alle übrigen Integrale werden aus Normierungsgriinden Eins. Fällt 
speziell die Lichtwelle auf das ungestörte Plasmasystem Y, und hebt es in einen 
Zustand, in dem die Eigenschwingung mit der Frequenz » angeregt ist, so gewinnt 
das Matrixelement des Impulses die Form 


/hv 
Vim 
Ist die Lichtwelle unpolarisiert, so trifft sie zwei harmonische Oszillatoren der 
Frequenz » an, deren Schwingungsrichtungen aufeinander senkrecht stehen. Unter 
Berücksichtigung der zwei zu jeder Frequenz existierenden linear unabhängigen 
transversalen Plasmaschwingungen hat man also noch den Faktor 2 hinzuzu- 
fügen, so daß das Matrixelement der Störungsenergie die Form annimmt 


2eh /hv 
* pomivt. Son. 


Der eingangs erwähnte Ausdruck K ,, lautet nun 


mk 


Vz. . 
sein Integral von Null bis t 


C 
2ri(r+9) 


2m 


t t 
J f — 
0 


(r+ _ 1) 


4 e “dy 
Die Formel versagt fiir = — y, da sie unendlich große Werte für die Ubergangs- 
wahrscheinlichkeit der Absorption liefert. Die Störungsrechnung behebt diese 
Schwierigkeit durch die Annahme, daß die einfallende Lichtwelle nicht streng 
monochromatisch, sondern aus Anteilen verschiedener Frequenz zusammengesetzt 
sei, die ohne Phasenbeziehungen zueinander das Intervall 2¢ um 7 herum er- 
füllen. Man hätte also den Ausdruck f K,,,, dt über alle Frequenzen zu summieren 
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und mit seinem konjugiert-komplexen Wert zu multiplizieren, zwecks Bildung 
des absoluten Betrages. Es entsteht eine Doppelsumme mit Summanden von der 


Form 


eh * 2 hv (1— (y — 


Mittelt man über ¢, so bleiben nur die Glieder übrig, bei denen >’ = » und e = 0 
ist. Man kann also die Ubergangswahrscheinlichkeit 


v 


1 —cos2a(y+7)t 
yf (v + 7)? 
bilden, indem man nur über die Glieder 7 = >’ summiert. 
Die Auswertung des Integrals liefert 


+86 
wobei unter Sz der Integralsinus verstanden werden soll, der für große Argument - 
werte gegen 5 geht. Der erste Anteil liefert nur eine zeitliche Schwankung und 
ist ohne Interesse. Durch Einsetzen erhält man 
. hve®- di 


Drückt man die einfallende Lichtintensität aus durch 


so geht W,, über in 


Dieser Ausdruck gibt die Wahrscheinlichkeit an, daß ein auf das Plasmasystem 
auftreffendes Lichtquant der Frequenz v absorbiert wird. 

In der Zeiteinheit finden demnach in einem System, das aus M Teilsystemen 
pro cm® besteht (M Goldkügelchen pro cm‘), 


2 
A= —: 
Absorptionsprozesse statt. 
In der Zeiteinheit treffen wir auf den cm? 
I 
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Lichtquanten auf. Davon wird der Bruchteil absorbiert 


„A 


Den Absorptionskoeffizienten K gewinnt man durch Division mit der Konzentra- 


tion C= MV (V Volum des einzelnen Goldkügelchens). 


(h v)? e2 - 82- 


Besteht ein Goldkügelchen mit dem Radius o aus N-Partikeln, die in Elementar- 
zellen von der Kantenlänge a angeordnet sind, so gilt unter Berücksichtigung der 
Tatsache, daß das Goldgitter flächenzentriert ist, also vier Atome pro Zelle ent- 
hält: 


K=4 


4 1 
V = “N= 4-320: 
Nach Möglich-Rompe®) nimmt nur die ,,reduzierte“‘ Ladung e, eines Elektrons 
an der Frequenz » teil. Ihr Betrag pro Zelle beträgt, wieder unter Berücksichti- 
gung der Tatsache, daß das flächenzentrierte Goldgitter vier Leitfähigkeitselek- 
tronen in der Elementarzelle besitzt, 


_ 
= 


Die Aufsummierung der Summe S müßte sich über die Kugel mit dem Radius @ 
erstrecken. Das Ergebnis stimmt qualitativ mit dem in Méglich-Rompe>) für 
dünne Schichten erhaltenen überein, ist jedoch wenig übersichtlich. Für unsere 
rohe Abschätzung wurde es daher als ausreichend erachtet, die Goldkügelchen 
als Würfel mit der Kantenlänge a anzusehen. Dann ist es möglich, die Formel 
für die dünne Schicht in der Form zu übernehmen 


sin [7' — Ha] 
NG T-sina(R—fa’ 


wobei N wieder die Zahl der einzelnen Partikeln im Kolloidteilchen und 7 die 
Anzahl der Atomlagen auf der Länge eines Durchmessers bedeutet. Der Quotient 


wurde von Möglich und Rompe für die hier interessierenden Größenordnungen 
von § und f abgeschatzt und beträgt Eins für Teilchen unterhalb 50 AE Durch- 
messer. Er ist dem Teilchendurchmesser umgekehrt proportional und sinkt auf 
etwa ein Zehntel fiir Teilchen vom 2000 AE Durchmesser. 

Man ist nun in der Lage, den Anteil des Absorptionskoeffizienten k anzugeben, 
der auf Plasmaabsorption zurückzuführen ist. Setzt man die obigen Abkürzungen 
ein, so erhält man den Ausdruck 


m-! = 1 —1 
K = 25,6- amtca i mm! = 6,9 - 1014 ja mm’, 
e, ist die einzige unbekannte Größe. Sie ist kleiner als die elektrische Ladung 
eines Elektrons, sicher aber von der gleichen Größenordnung. Setzt: man 


e,=.}e, so erhält man für ein Goldkolloid, dessen Teilchen kleiner sind als 50 AE, 
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also etwa Hyx 0 der obigen Versuchsreihe, für eine Wellenlänge von 4500 AE den 
Absorptionskoeffizienten 


K -10-3 = 24 mm), 


Die an dieser Stelle experimentell beobachtete Abweichung der klassischen 
Theorie vom Experiment beträgt in den gleichen Einheiten etwa Zehn, also die 
knappe Hälfte des theoretisch berechneten Wertes. In Anbetracht der Grobheit 
obiger Abschätzung sowie der Ungenauigkeiten der optischen Konstanten ist 
nicht mehr als eine größenordnungsmäßige Übereinstimmung zu erwarten. 

Neben Teilchengrößenabhängigkeit, Lage der Kante und Struktur der Ab- 
sorptionsbande gibt die Theorie von Möglich und Rompe also auch die richtige 
Größenordnung der Absorptionsstärke wieder, die man als Zusatzmechanismus 
an die klassischen Mechanismen anbringen muß, um die gemessenen Werte richtig 
wiederzugeben. 

Für die Anregung zu dieser Arbeit, sowie für stetes förderndes Interesse an 
ihrem Fortgang bin ich Herrn Prof. Dr. Möglich zu Dank verpflichtet. 

Herrn Prof. Dr. Rompe sowie Herrn Dr. Faßbender danke ich für viele 
nützliche Ratschläge. 


Berlin-Buch, Institut für Festkörperforschung der Deutschen Akademie der 
Wissenschaften zu Berlin. 


(Bei.der Redaktion eingegangen am 25. Juli 1951.) 
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Zur Temperaturabhängigkeit der Dunkelleitfähigkeit 
von Cadmiumsulfid 


Von K. W. Böer 
+ (Mit 12 Abbildungen) 


Inhaltsübersicht 


Es werden Leitfähigkeitsmessungen bei thermischer Erregung von Cadmium- 
sulfid-Einkristallen, welche nach einem von Frerichs angegebenen Verfahren 
hergestellt wurden, beschrieben. Dabei zeigt sich, daß die Ausschaltung von 
Randschichteinflüssen durch Verwendung der Sondenmethode von ausschlag- 
gebender Bedeutung für die Beurteilung innerer Effekte ist. Es kann dann ge- 
zeigt werden, daß selbst bei sehr reinen Kristallen in einem Temperaturbereich 
bis zu 700° K die Konzentration der Störterme ausreicht, um eine Fremdleitung 

“ hervorzurufen. Aus den Messungen kann eine Aussage über die energetische Lage 
der Terme in der verbotenen Zone gemacht werden. 


1. Einleitung 


Die Untersuchungen an sehr reinen CdS-Kristallen haben gezeigt, daß diese 
bei Zimmertemperatur im Dunkeln nahezu ideale Isolatoren sind. Es sind ohne 
weiteres Kristalle zu finden, die in diesem Gebiet eine Leitfähigkeit von kleiner als 
10-14 Ohm”! cm7!, entsprechend etwa der von Glas, Siegellack oder ähnlichen 
Isolatoren haben. Es liegt daher nahe zu fragen, ob derartig reine Einkristalle 
bei höheren Temperaturen Eigenleitung zeigen. Unter Vernachlässigung der Stör- 
stellen könnte dann nach Wilson!) die Anzahl der Elektronen im Leitfähigkeits- 
band 


‘ 4E 


= 2( In 


betragen. Unter der Annahme einer Elektronenbeweglichkeit von 10... 100 cm?- 
Vsec ®) einer Bandbreite für den thermischen Übergang von etwa 2 eV und (was 
experimentell gezeigt werden kann) einer Vernachlässigung des Stromanteiles, 
. der durch Ionenbewegung hervorgerufen wird, wären für 600° K Leitfähigkeiten 
von etwa maximal 2,5 - 10-* Ohm! em! zu erwarten. 


(1) 


1) H. Fröhlich, Elektronentheorie d. Metalle, Springer 1936. 
2) my, m, = Effektive Masse eines Elektrons, k& = Boltzmann-Konstante, 7 = 


Temperatur, h = a , &=Plancksches Wirkungsquantum, AH = Breite der ver- 


botenen Zone. 
3) J. Fassbender, H. Lehmann, Ann. Phys. 6, 215 (1948). 


K. 

pc 

Le 

su 

vc 

Li 

da 

fa 

st 

wi 

ge 

kl 

ak 

R 

: te 

ke 

| li 

ei 

hi 

M 

fii 

au 

ze 

ze 

fä 

kı 

di 

bl 

tr 

0] 

er 

ei 

bi 


K. W. Böer: Temperaturabhängigkeit der Dunkelleitjähigkeit von Cadmiumsulfid 91 


Die experimentell gefundenen Leitfähigkeiten liegen jedoch bis zu vier Zehner- 
potenzen über diesem Wert, so daß berechtigte Zweifel bestehen, diese gefundene 
Leitfähigkeit als Eigenleitung zu deuten. 

Zur genaueren Klärung des Mechanismus der Dunkelleitung im Cadmium- 
sulfid bei höheren Temperaturen soll daher diese Leitfähigkeit in Abhängigkeit 
von der Temperatur genauer untersucht werden. 


2. Experimentelles 


Die elektrische Leitfähigkeit kann bei AuBerachtlassung von Ionen- und 
Löcherleitung durch 
o=e-nz,-b- (2) 


dargestellt werden. Im allgemeinen wird jedoch nicht ohne weiteres diese Leit- 
fähigkeit gemessen, wenn man aus der an der an einen Halbleiter angelegten Feld- 
stärke und der fließenden Stromdichte eine Leitfähigkeit errechnet. Letztere 
wird vielmehr in den meisten Fällen hauptsächlich durch eine jeweils im Kontakt- 
gebiet entstehende Randschicht bestimmt. Nach bisher unveröffentlichten 
Messungen von Perlwitz ist die Leitfähigkeit der Randschicht auch beim CdS sehr 
klein gegenüber der des Restkristadls, so daß bei Kristallen mit geringem Elektroden- 
abstand der Gesamtwiderstand’ des Kristalls praktisch ausschließlich von der 
Randschicht bestimmt wird. Dicke und Leitfähigkeit derselben sind jedoch stark 
temperaturabhängig, so daß dieser Effekt die zu messende Temperaturabhängig- 
keit der Elektronenkonzentration im L-Band fälschen kann. 

Nach Nasledow und Nemenow), sowie nach Rywkin®) ist es daher uner- 
läßlich, soweit nicht sehr große Kristalle verwandt werden können, durch Benutzung 
einer unten näher beschriebenen Sondenmethode. von den Randschichten unab- 
hängig zu werden. So lange im Bereich höherer Temperaturen noch keine 
Messungen über Dicke und Leitfähigkeit der Randschicht gemaeht sind, sollen auch 
für Kristalle mit relativ großem Elektrodenabstand (2... 3 mm) Sondenmessungen 
ausgeführt werden. Die Berechtigung der Anwendung dieser Vorsichtsmaßregel 
zeigt Abb. 3a—c. 

Fassbender und Muscheit konnten in bisher unveröffentlichten Messungen 
zeigen, daß der Sauerstoff einen nicht zu vernachlässigenden Einfluß auf die Leit- 
fähigkeit ausübt, der für die folgenden Messungen durch Benutzung einer Stick- 
stoffatmosphäre ausgeschaltet werden soll. 


21. Meßapparatur 

Der zu untersuchende Kristall wurde auf einem Kristallhalter aus Massiv- 
kupfer (Abb. 1) mittels Goldfedern (die Federung besorgte bei höheren Temperaturen 
die Glimmerhalterung der Federn) angepreßt. Die Isolation gegen den Kupfer- 
block wurde durch ein sehr dünnes Blättchen Glimmer besorgt. Der Kristall- 
träger wurde konisch durchbohrt, um während der Messung die Verschiebung der 
optischen Absorptionskante verfolgen zu können (2). Die Temperaturmessung 
erfolgte mittels eines Thermoelementes (3) direkt neben dem Kristall. Zum Erhalt 
einer definierten Kristalltemperatur wurde vor dem Kristall ein Kupferblech- 
bügel als Strahlungschutz angebracht (4). Die Erwärmung des Kristalls erfolgte 


4) D. N. Nasledow, L. M. Nemenow, Z. exper. theor. Phys. 5, 264 (1935). 
5) S.M. Rywkin, Z. exper. theor. Phys. 20, 2, 139, 152 (1950). 
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Abb. 1. Meßapparatur 


Kristall 


Imm _ 


Abb. 2. Anordnung $epreßt. 


Goldelektroden auf 
den untersuchten Kri- 


Meßtechnik 


Als Kristalle mußten längere, nadelförmige Stücke ausgesucht werden, die 
etwas dicker waren und infolgedessen den Kontaktdruck der vier Elektroden 
aushielten ohne zu zerbrechen. Die gebräuchlichen Ge- 
samtmaße sind dabei etwal x 0,1 x 8 mm. Sie wurden 
mit vier schmalen Goldelektroden (vgl. Abb. 2) durch Auf- 
dampfen versehen und dann direkt mittels vierer Gold- 
Sonden —— federn auf die Glimmerdeckplatte des Kristallträgers auf- 
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mittels einer Heizpatrone großer Heizleistung, welche es ermöglichte, den Kristall- 
träger mit einer Heizgeschwindigkeit bis zu 4°/sec aufzuheizen (5). Um gege- 
benenfalls ein schnelleres Abkühlen in einem Temperaturbereich wenig über 


Zimmertemperatur erreichen zu können, 
wurde eine Möglichkeit vorgesehen, mit flüssi- 
ger Luft diesen Vorgang zu beschleunigen (6). 

Diese Anordnung wurde in einem Hart- 
glasgefäß untergebracht, welche durch zweck- 
mäßige Anordnung eines Schliffes im Innern 
leicht zugänglich ist (7). Zwei aufgeschmolzene 
Planscheiben (8) ermöglichten neben den elek- 


. trischen Messungen eine gleichzeitige optische 


Untersuchung. Der Stutzen (9) ermöglichte 
ein Evakuieren der Apparatur. resp. eine 
Füllung mit einem definierten Gas. Die elek- 
trischen Anschlüsse wurden durch die Stutzen 
(10) jeweils getrennt und gut gegeneinander 
isoliert herausgeführt. 

Zur Vermeidung einer eventuellen Fehl- 
anzeige des®Thermoelementes bei höherer 
Temperatur bei Oberflächentemperatur- 
messungen wurden die Zuleitungen des 
Kupfer-Konstantan-Elementes in der Nähe 
der Schweißstelle innerhalb des Kupferblockes 
geführt. Die Bestimmung der Thermospan- 
nung erfolgte in Kompensation. Eine Ver- 


gleichsmessung der Temperatur an zwei Stellen des Kristallträgers (oberhalb 
und unterhalb des Kristalls in Richtung auf die Heizpatrone) ergab bei einer 
Aufheizgeschwindigkeit von 4°/sec und 7’ = 300°C eine Temperaturdifferenz 
zwischen beiden Schweißstellen von 2° C, also weniger als 1%, so daß mit prak- 
tisch ausreichender Genauigkeit bei den Messungen die Temperatur des Thermo- 
elementes gleich der des Kristalls gesetzt werden kann. 


der aufgedampften Zur Verdrängung des Sauerstoffes aus der Versuchs- 
apparatur wurde diese zuerst evakuiert und anschlie- 
stallen Bend mit Reinstickstoff durchgeblasen. Da die Messungen 
außerordentlich stark selbst von sehr geringem Sauerstoff- 

partialdruck abhingen, ergab sich die Notwendigkeit, den Stickstoff durch Über- 
leiten über glühende Kupferspäne nochmals zu reinigen. Eine nachgeschaltete 
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Waschflasche mit Schwefelsäure sorgte für eine notwendige Trocknung, da be- 
sonders bei Temperaturen unter 60° C bei einzelnen Kristallen eine starke Ab- 
hängigkeit der Leitfähigkeit von der Feuchtigkeit zu beobachten ist. 


Auf eine Verhinderung von Verunreinigungen der Oberfläche (durch Anfassen 
usw.) wurde ebenfalls sorgsam geachtet. 


10+ 


60 170 160 170 
17:0" 
b) c) 


Abb. 3. Ausschaltung der Randschichteinflüsse unter Benutzung der Sondenmethode. 
Abb. 3c ist durch Division der Werte aus Abb. 3b und 4a entstanden 
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Die Messung der Leitfähigkeit erfolgte unter Benutzung eines Multiflex-Gal- 
vanometers, welches es gestattete, Ströme von 10-?...10-5 A durch Umschalten 
in einem Instrument nachzuweisen, und es dadurch ermöglichte, mit konstanter 
Spannung am Kristall zu arbeiten. Da im Gebiet höherer Temperaturen eine Ab- 
weichung vom Ohmschen Verhalten festzustellen ist, welches vermutlich auf einen 

Einfluß der Randschichten 
| sec zurückzuführen ist, sind repro- 


duzierbare MeBergebnisse nur 

[ zu erreichen, wenn bei gerin- 

ger angelegter Spannung ge- 

arbeitet wird, welche während 

der ganzen Messung denselben 
Wert behält. 

Eine weitgehende Aus- 
schaltung des Randschichteh- 
einflusses gelingt dann, indem 
der durch den Kristall fließen- 
/ de Strom jeweils durch die 

tise zwischen den Sonden ge- 
Abb. 4. Zeitabhängigkeit der Leitfähigkeit bei Messene Spannung dividiert 
höheren Feldstärken wird. (Die Messung erfolgt 
hier mit Hilfe eines Röhren- 
elektrometers.) Abb. 3a—c 
zeigt den Einfluß der Rand- 
schicht auf die Temperatur- 
Leitfahigkeitskurve. Da der 
Abstand zwischen den beiden 
Spannungssonden etwa halb 
so groß ist wie der gesamte 
vom Strom durchflossene 
Kristall, so wären bei 7 Volt 
angelegter Spannung und ohne 
Randschichteinfluß etwa 
3...4 Volt zwischen den 
Sonden zu erwarten. Es wur- 
den jedoch Werte zwischen 
0,4 und 1,1 Volt gemessen. 
IE Ohne Umrechnung auf die 
[kHz] zwischen den Sonden gemes- 
Abb. 5. Wechselstromleitfähigkeit bei verschiedenen Sene Spannung ergibt die 
Temperaturen Abhängigkeit der Leitfähig- 
keit von der Temperatur eine 

stetige Kurve mit gleitendem Exponenten für die Funktion 


om exp (-E/kT). (3) 


Von Messung zu Messung ist dieser Verlauf jedoch nicht reproduzierbar, sondern 
streut beträchtlich (Abb. 3a). 

Die innere Leitfähigkeit, unabhängig von Randschichten, weist in ihrer Ab- 
hängigkeit von der Temperatur in diesem speziellen Falle (Abb. 3c) einen Knick 
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im log o-/- T’-1-Diagramm auf, welcher auf eine Summe zweier Exponentialgesetze 
vom Charakter der Gleichung (3) mit verschiedenen Exponenten hindeutet. Das 
Bemerkenswerte dabei ist, daß der Verlauf der reduzierten Kurve 3c jeweils re- 
produzierbar ist. 


Die Abb. 3 geben ein für alle untersuchten Kristalle typisches Verhalten 
wieder. 

Werden an den Kristall größere Feldstärken angelegt (etwa 100 V/cm und 
darüber), so ändert sich die Leitfähigkeit mit der Dauer der angelegten Spannung. 
Dieser Effekt ist durch Sondenmessung nicht mehr vollständig zu kompensieren. 
Dabei nimmt der Strom mit der Dauer der angelegten Spannung mit einer Ein- 
stellzeit bis zu vielen Stunden zu. Bei kurzzeitiger Stromunterbrechung steigt je 
nach der Länge der Unterbrechung der Strom mehr oder weniger schnell wieder 
auf den stationären Wert an (vgl. Abb. 4), was darauf schließen läßt, daß vermut- 
lich durch eine Ionenwanderung ein gewisser ,,Zusatzstrom” gesteuert wird. (Etwa 
ähnlich einem Mechanismus, der den Verstärkereffekt bei der Photoleitung be- 
wirkt.) 

Bei Feldstärken unter 10 V/cm spielt dieser Effekt, wie aus entsprechenden 
Messungen hervorgeht, jedoch keine Rolle mehr. Aus diesem Grunde sind alle 
im folgenden angestellten Untersuchungen bei geringen Feldstärken durch- 
geführt worden. 

Der Anteil der Leitfähigkeit, der direkt von einer Ionenbewegung herrührt, 
ist noch bei 450° C gegenüber dem Elektronenanteil zu vernachlässigen, wie aus 
Abscheidungsmessungen entnommen werden konnte. Danach beträgt das Ver- 
hältnis aus Ionenleitung und Elektronenleitung 


= 1000. 


Wird nach entsprechender Kompensation der Kapazität der Zuleitungen und 
des Kristalls die Leitfähigkeit bei angelegter Wechselspannung in Abhängigkeit 
von der Frequenz untersucht, so werden für die Beweglichkeit der Ladungsträger 
etwa dieselben Werte festgestellt, wie sie bei optischer Anregung gemessen wurden. 
Sie betragen etwa 10 cm?/V. sec und sind in dem untersuchten Temperaturbereich 
(300, 350 und 400° C) praktisch unabhängig von der Temperatur (vgl. Abb. 5). 


3. Meßergebnisse 


Die nach einem Verfahren von Frerichs hergestellten Cadmiumsulfidkristalle, 
die nicht nachträglich aktiviert worden sind, lassen sich bezüglich ihrer Leit- 
fähigkeit grob in zwei Gruppen einteilen: solche, die über eine sehr schlechte Dunkel- 
leitfähigkeit verfügen und solche, welche auch im Dunkeln eine relativ hohe Rest- 
leitfähigkeit bei Zimmertemperatur besitzen. 


Kristalle mit hohem Dunkelstrom zeigen dabei ein anderes Verhalten hin- 
sichtlich der Abhängigkeit der Leitfähigkeit von der Temperatur wie solche mit 
geringer Dunkelleitfähigkeit. Im Temperaturbereich etwas über Zimmertem- 
peratur nimmt die Leitfähigkeit mit wachsender Temperatur exponentiell zu, 
um bei etwa 350° K wieder abzunehmen und unter den bei Zimmertemperatur ge- 
messenen Wert abzufallen. Erst ab 450° K ist dann wieder eine merkliche Leit- 
fähigkeit festzustellen, die nunmehr exponentiell mit der Temperatur zunimmt 
(Abb. 6). 
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Dabei ist die Form der Leitfähigkeitskurve im Bereich tieferer Temperaturen 
ähnlich dem Verhalten von „Glow“-Kurven abhängig von der Aufheizgeschwin- 
digkeit. Es wurden bei diesen Messungen Heizgeschwindigkeiten von 3°/sec 
angewandt. 

Andere Kristalle mit relativ hohem Dunkelstrom zeigen die Ausbildung eines 
derartigen Maximums nicht so deutlich. Hier nimmt die Leitfähigkeit im Mittel 
laufend zu, um bei etwa 500° K in eine steile Exponentialabhängigkeit umzu- 
biegen (Abb. 7). 

Kristalle mit sehr geringem Dunkelstrom zeigen dieses plötzliche Einsetzen 
einer Leitfähigkeit erst bei höheren Temperaturen (etwa 550° K). 


r 


m’ 20° 10° 8° 160 180 200 220 20 260 20 300 
3 10° % 
Abb. 6. Kristall Nr. IX untersucht in einer Abb. 7. Kristall Nr. XI w (jungfr.) erwär- 
Atmosphäre von 10 mm Hg N, . - men X abkühlen 1 Stunde Pause - er- 
wärmen a abkühlen Atmosphäre 760 mm 
Hg N, 


Beim erstmaligen Erwärmen (jungfräuliche Kurve) werden im log o-/- T-1- 
Diagramm Neigungen der Geraden bis zuE=3eV (vgl. Gl. (3)) gemessen. 

Ganz allgemein kann festgestellt werden, daß die jungfräulichen Kurven sehr 
viel steiler als die später gemessenen sind. Außerdem ist eine Abhängigkeit der 
Steilheit von der Aufheizzeit festzustellen, indem für schnelleres Aufheizen sich 
steilere Kurven ergeben als bei langsamerem Heizen. Durch Einsetzen von E 
(halbe Ablösearbeit) in die Wilsonsche Formel für die Elektronenkonzentration 
kann man sich schließlich davon überzeugen, daß der große Exponent der jung- 
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turen fräulichen Kurve nicht von dem, im Sinne der Einleitung zu klärenden Mechanismus 
hwin- bedingt sein kann. 
3" /sec Die nach Gl. (1) zu erwartende Leitfähigkeit müßte dann sogar bis um den 
‘ Faktor 10’ unter dem experimentell gefundenen Wert liegen. Es soll daher im 
aver Rahmen dieser Arbeit das Verhalten des Kristalls während der jungfräulichen 
ittel Messung nicht näher untersucht werden. 
1 
it Nach Abb. 7 stellt sich bei vorsichtigem Heraufheizen bis auf etwa 600° K bei 
a einigen Kristallen eine, bei entsprechender Wiederholung der Messung reprodu- 
zierbare Neigung der Geraden entsprechend etwa H = 1,55...1,60 eV ein. 
Dabei nimmt jedoch die Leitfähigkeit von Meßreihe zu Meßreihe hin ab, ohne daß 
sich der Exponent wesentlich ändert. 
Wird der Kristall höher erwärmt, so biegt die Kurve nach niederen Expo- 
nenten hin ab. Unter der Bedingung, daß der Kristall nur möglichst kurze Zeit 
\ 
\ 
\\ 
\ Q52eV 
vr \ 
—_ 
0 7 1 fi 1 1 1 fi f 
160 180 200 200 20 BO UW. 160 180 200 20 20 20 30 
fi Yr % 
*war- 
ra Abb. 8. Kristall Nr. XVII 760 mm Hg N, Abb. 9. Kristall Nr. XVI 760 mm Hg N, 
mm 
bei höherer Temperatur gehalten wird, kann auch dann noch ein praktisch re- 
T-ı produzierbares Durchlaufen der ganzen Kurve erreicht werden. Gewöhnlich 
x reicht jedoch eine Zeit von wenigen Minuten aus, um eine Umwandlung im Kristall 
h zu erreichen. Die Leitfähigkeit nimmt dann mit einem bedeutend geringeren 
y ß Exponenten mit fallender Temperatur ab (vgl. Abb. 8). Bei noch tieferen Tem- 
on peraturen schließt sich dann mit einem Knick ein weiteres Geradenstück mit 
= noch geringerem Exponenten an. 
as Kine Priifung an einer ganzen Reihe von Kristallen hat gezeigt, daB, solange 
a man nur schnell genug mißt, alle Prüflinge ein solches Verhalten zeigen. Danach 


entspricht die Abhängigkeit der Leitfähigkeit von der Temperatur im log o-/- T-!- 


2 

=: 

= 
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Diagramm mehreren Geradenstücken (gewöhnlich drei), die sich mit jeweils einem 
Knick aneinanderschließen. 


Beim Erwärmen treten dabei bevorzugt steilere Geradenstücke auf, beim Ab- 
kühlen hingegen flachere. Dabei sind die gefundenen Neigungen innerhalb der 
Meßreihen an einem Kristall reproduzierbar, streuen aber von Kristall zu Kristall. 
Der grundsätzliche Verlauf bleibt jedoch etwa erhalten. Mit Ausnahme des Ver- 
haltens des Kristalls XI (Abb. 7), solange er noch nicht stark erhitzt wurde, nimmt 
die Leitfähigkeit von Meßreihe zu Meßreihe zu, wobei ebenfalls der Exponent im 
wesentlichen erhalten bleibt (vgl. Abb. 9... 11). 


20 mw 10 10 20 20 20 20 10 20 20 ZW: 260 
170° % 
Abb. 10. Kristall Nr. XX . erwärmen Abb. 11. Kristall Nr. XV - erwärmen 


x abkühlen w erwärmen a abkühlen w abkühlen x erwärmen a abkühlen 
760 mm HgN, 760 mm HgN, 


4. Diskussion der Meßergebnisse 


Die Leitfähigkeit läßt sich ganz allgemein in einem Halbleiter wie folgt schreiben: 
o=e(n,b + py b*) + o7, (4) 


wobei nz die Konzentration der Elektronen im L-Band, py die Konzentration der 
Löcher im Valenzband, b- und b+ die entsprechenden Beweglichkeiten und o; der 
Leitfahigkeitsanteil, hervorgerufen durch Ionenbewegung, ist. Wie oben gezeigt 
wurde, kann man aus experimentellen Ergebnissen schließen, daß fiir den betrach- 
teten Temperaturbereich o, <o ist und daher der zweite Summand in Gl. (4) 
vernachlässigt werden kann. In einem idealen Halbleiter ist n, = py und b- x bt, 
so daß die Berücksichtigung einer Löcherleitung für den Fall der Betrachtung 
allein des Elektronenanteils an der Leitfähigkeit hier.gerade den Faktor 2 aus- 
machen würde. Im Realkristall ist ebenfalls angenähert nz ~ py, jedoch je nach 
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dem Leitungsmechanismus (Überschuß- oder Defektleitung) entweder b- <b+ 
oder umgekehrt. 


Im Falle des CdS kann durch Hall-Effektsmessungen®) gezeigt werden, daß 
bei gewöhnlicher Temperatur eine Überschußleitung vorliegt. Da die Beweg- 
lichkeit sich insgesamt nach experimentellen Ergebnissen wenig ändert, soll 
weiter angenommen werden, daß auch für höhere Temperaturen das Verhältnis 
b-/b+ so, wie es bei Zimmertemperatur besteht, erhalten bleibt. Unter dieser 
Annahme kann (4) durch Gl. (2) ersetzt werden. 


Die Temperaturabhängigkeit von b- kann in dem betrachteten Temperatur- 
bereich höchstens durch ein Potenzgesetz dargestellt werden”) und soll im folgenden 
bei der Betrachtung des Exponential- : 
zusammenhanges von Temperatur und 
Leitfähigkeit außer acht gelassen werden. 

Dadurch ist es möglich, die exponen- 
tielle Abhängigkeit der Leitfähigkeit von 
der Temperatur durch eine entsprechende 
Abhängigkeit der Elektronenkonzen- 
tration im Z-Band zu deuten. Im Real- 
kristall, der sich vom Idealkristall durch 
das Vorhandensein einer Anzahl von Stör- 
termen in der verbotenen Zone unter- 
scheidet, berechnet sich nach Fröhlich®) 
die Elektronenkonzentration im L- 
Band zu 


ny, = N, (- [E,— Ey]/2kT) 


5 
+ ©) 


Vm; m, k 


3 
) und N’, = 
Abb. 12. Anzahl der Leitfähigkeitselek- 
( kT ) Ie Ni ‘und N, die Konzentra- tronen als Funktion der Temperatur bei 


wobeiN, = 


22 he A Vorhandensein eines Störniveaus der 
tion des in der verbotenen Zone liegenden energetischen Lage E, 
Niveaus A ist. Treten innerhalb der ver- 
botenen Zone mehrere Niveaus verschiedener energetischer Lage und Konzentra- 
tion auf, so ergibt sich fiir den log n-/- 7’-1-Verlauf ein ähnliches Bild, wie es die 
Kurven der Abb. 9...11 darstellten. Es entspricht dabei jeweils einem Geraden- 
stück eine Termgruppe mit entsprechender energetischer Lage (Abb. 12). Ent- 
sprechend den Messungen würde das bedeuten, daß für die Leitfähigkeit bei 
thermischer Erregung etwa drei Termgruppen maßgebend sind, die bei den 
untersuchten Kristallen in ihrer energetischen Lage etwa aus folgender Tabelle 
zu entnehmen sind (s. 8. 30). 


Die Frage nach der Herkunft dieser Termgruppen soll in einer folgenden Arbeit 
näher untersucht werden. Ebenfalls ist eine genauere Untersuchung über das Leit- 


6) Diedrich, bisher unveröff. Diplomarbeit. 
?) K. W. Böer, Ann. Physik 10, 32 (1952). 
8) H. Fröhlich, 1. c. i 
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Neigungen der auftretenden Geradenstücken in eV 
1 3 


0,96—0,99 0,24—0,25 
0,9 0,23—0,26 


1,1 —1,14 
0,95 
1,08—1,1 
0,95 
(1,2) 
0,9 —0,98 

1,02 
0,93—0,96 0,21—0,24 
0,95—1,02 
0,95—0,96 0,18—0,23 

1,05 0,35 

(0,85) 5 
(1,3) | 0,32 
0,98 0,1 —0,2 


fähigkeitsmaximum bei tieferen Temperaturen in Vorbereitung, das etwa dem 
optischen Verhalten bei „Glow“-Kurvenmessungen®) entspricht. 


Die im Bereiche höherer Temperaturen gefundene allgemeine Zunahme der 
Leitfähigkeit von Meßreihe zu Meßreihe läßt sich nicht ohne weiteres durch eine 
Anderung des statistischen Fehlordnungsgrades deuten. 


Die Anzahl der Elektronen im L-Band, die aus Störtermen stammen, ist, ent- 
sprechend dem zweiten Summanden in Gl. (5), proportional der Wurzel aus der 
Konzentration der Störterme, jedoch ist die Beweglichkeit andererseits in umge- 
kehrter Richtung abhängig von dieser Konzentration. Nach Conwell und Weiss- 
kopf!®) ist nämlich 


TIN 4, (6) 


so daß für die Leitfähigkeit eine Abnahme mit zunehmender Störstellenkonzen- 
tration zu erwarten wäre. Nimmt man jedoch, was in einer folgenden Arkeit näher 
begründet werden kann, eine sehr schwache Änderung des Exponenten mit der 
Temperatur an, indem man z. B. ansetzt 


E=E'+eT, (7) 


so tritt in Gl. (3) für die Leitfähigkeit der Faktor e” ** auf, der, soweit ¢ von der 
Störstellenkonzentration abhängt, den oben genannten Einfluß auf die Leitfähigkeit 
überkompensieren kann. Nimmt man überdies an, daß unter bestimmten Um- 
ständen auch das Vorzeichen von ¢ wechseln kann, so kann auch das umgekehrte 
Verhalten der Leitfähigkeit in Abb. 7 erklärt werden. 


Das würde bedeuten, daß nach experimentellem Befund die Größe der Ablöse- 
arbeit bei Termen, die oberhalb der Mitte der verbotenen Zone liegen, mit wach- 
sender Temperatur und Konzentration dieser Terme etwas verringert wird, für 
solche Terme "hingegen, die unterhalb der Mitte der verbotenen Zone liegen, in 
umgekehrter Richtung beeinflußt wird. 


N J. T. Randall, M. H. F. Wilkens, Proc. Roy. Soc. London 184 A, 369 (1945). 
10) E.Conwell, I. F. Weißkopf, Physic. Rev. 69, 258 A (1946); 77, 388—390 (1950). 
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5. Zusammenfassung 


Die Messung der Leitfähigkeit von Cadmiumsulfideinkristallen bei thermischer 
Anregung ergibt die Notwendigkeit der Annahme einer Fremdleitung durch Stör- 
terme in der verbotenen Zone. 

Dabei können im Bereich tiefer Temperaturen (bis etwa 600° K) tief liegende 
Terme von wesentlichem Einfluß sein, solange der Kristall nieht vorher über 
600° K erwärmt wurde. Der energetische Abstand dieser Terme vom L-Band be- 
trägt für thermische Anregung etwa 1,5...1,6 eV. 

Kristalle, die vorher bei höherer Temperatur gehalten wurden, zeigen jedoch 
einen wesentlichen Einfluß hoher Terme. Dabei treten für. alle Kristalle drei 
Gruppen von Termen auf, deren energetischer Abstand vom L-Band bei etwa 
0,9..1,1eV für den tiefsten, 0,5 . . 0,7 eV für den zweiten und 0,1 . . .0,35 eV für 
den flachsten Term liegen. Dabei kann allgemein festgestellt werden, daß tiefer 
liegende Terme bei höheren Temperaturen, flachere Terme bei entsprechend tie- 
feren Temperaturen wirksam werden. 

Da Kristalle aus verschiedenen Produktionen (Gaselan VEB, II. Physikali- 
sches. Institut) verwandt wurden, welche nicht bewußt aktiviert worden sind, der 
Einfluß des Sauerstoffes aber weitgehend ausgeschaltet wurde, kann angenommen 
werden, daß das gefundene Verhalten des Auftretens verschiedener Haftterm- 
gruppen bei entsprechender Temperatur nicht von zufälligen Verunreinigungen 
herrührt, sondern eine grundsätzliche Eigenschaft eines Fehlordnungstyps der 
Kristalle ist. 

Diese Termgruppen sind jedoch experimentell nur dann deutlich zu finden, 
wenn der Einfluß der Temperaturabhängigkeit des Randschichtwiderstandes 
durch Verwendung der Sondenmethode ausgeschaltetet wird. 

Herrn Prof. Dr. Rompe, Herrn Dr. Höhler und Herrn Dipl.-Phys. E. Nie- 
kisch möchte ich für die anregenden Diskussionen herzlich danken. Desgleichen 
danke ich Herrn und Frau cand. Phys. Borchert für die Hilfe bei der Ausführung 
der Meßreihen. 


Berlin, II. Physikalisches Institut der Humboldt-Universität. 


(Bei der Redaktion eingegangen am 27. September 1951.) 
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Über den Einfluß der temperaturabhängigen Fermigrenze 
auf die Leitfähigkeit von Halbleitern 


Von K. W. Böer 
(Mit 19 Abbildungen) 


Inhaltsübersicht 


Die Messung der Dunkelleitfähigkeit von Cadmiumsulfid bei thermischer Er- 
regungergab nach Ausschaltung von Randschichteinflüssen im log.o- /-7-1-Diagramm 
Geradenstücke verschiedener Neigung, die sich mit jeweils einem Knick anein- 
anderschlieBen'). Es kann gezeigt werden, daß dieses Verhalten der Leitfähigkeit 
hauptsächlich von der Elektronenkonzentration im Leitfähigkeitsband bestimmt 
wird. Die für diese Elektronenkonzentration bestimmende Ablösearbeit wird 
durch die Lage der Fermigrenze entscheidend beeinflußt, welche sich in ihrer 
energetischen Lage in Abhängigkeit von der Temperatur und der Störstellen- 
konzentration ändert. Eine genauere Untersuchung zeigt, daß bereits ein Modell, 
welches je eine Gruppe von Haft- und Aktivatortermen diskreter Energie enthält, 
deren Konzentration bei höheren Temperaturen durch Erhöhung des statistischen 
Fehlordnungsgrades mit der Temperatur zunimmt, den experimentellen Befund 
richtig wiedergibt. Es ist überdies zu vermuten, daß auch im Falle des CdS 
zumindest ein Teil der Aktivatorterme energetisch oberhalb von Hafttermen 
liegen. 


1. Einleitung 

Die quantenmechanische Behandlung des Problems der möglichen Energie- 
zustände der Elektronen in- einem idealen Kristall führt auf erlaubte Energie- 
intervalle endlicher Größe, die durch verbotene Intervalle getrennt sind. Mit 
gewisser Vorsicht ist es gestattet, diese Energieintervalle im Orts-Energieraum 
aufzuzeichnen. Die dadurch erhaltenen Bänder sind durch ihre Lage hinsichtlich 
der Fermigrenze in bezug auf ihre Besetzung ausgezeichnet. Bei idealen Halb- 
leitern liegt diese Grenze etwa in der Mitte einer verbotenen Zone. 

Im Realkristall, der sich vom Idealkristall durch statistische oder stöchio- 
metrische Fehlordnung (innere Oberflächen, Fehlstellen, Zwischengitterbesetzung, 
Fremdatome usw.) unterscheidet, treten innerhalb der verbotenen Zone zusätz- 
liche, räumlich lokalisierte Terme auf, die sowohl mit Elektronen besetzt, als auch 
unbesetzt sein können. ? 

Als eine der wesentlichsten, den Kristall charakterisierenden Größen inter- 
essiert die energetische Breite dieser verbotenen Zone. Sie ließe sich prinzipiell durch 
Lösung der Fockschen Gleichung unter Benutzung z. B. der self-consistent- 
field-Methode oder nach Wigner und Seitz bestimmen, was jedoch nur in Aus- 
nahmefällen mit entsprechender Genauigkeit numerisch möglich ist. 


1) K. W. Böer, Ann. Physik 10, 20 (1952). . 
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Eine experimentelle Bestimmung der Breite des verbotenen Energiegebietes 
ist sowohl optisch, durch Messung der Absorptionskante, als auch bei Kristallen 
mit hauptsächlich elektronischer Eigenleitung aus dem Anstieg der elektrischen 
Leitfähigkeit mit der Temperatur durchführbar. 

Bei praktisch allen vorkommenden Halbleitern wird jedoch infolge einer 
großen Termdichte in der verbotenen Zone an Stelle von Eigenleitung eine Fremd- 
leitung eintreten, durch welche man Aufschluß über die energetische Lage dieser 
Störterme bekommen kann. Es soll daher im folgenden der Mechanismus der 
elektrischen Leitfähigkeit bei thermischer Anregung in einem Halbleiter näher 
untersucht werden. 


2. Leitfähigkeit 
Im ae Falle genügt die Leitfähigkeit der Gleichung 
(1) 
und es wäre nötig, jedes der vier Glieder, Elektronenkonzentration im Leitfähigkeits- 
Band nz, Elektronenbeweglichkeit 6-, Löcherkonzentration im Valenz-Band py 
und Löcherbeweglichkeit b+, sowie darüber hinaus den Anteil zur Leitfähigkeit, 
der von einer Ionenbewegung herrührt o7,, gesondert zu betrachten. 

In dem hier zur Diskussion stehenden Falle des Cadmiumsulfids kann experi- 
mentell gezeigt werden), daß noch bis 700° K sicher 0; < ist, so daß der zweite 
Summand in Gl. (1) vernachlässigt werden darf. 

Wie aus Halleffektsmessungen®) zu entnehmen ist, kann bei Zimmertem- 
peratur eine Löcherleitung gegenüber der durch die Elektronen im L-Band be- 
wirkten Leitfähigkeit vernachlässigt werden. Da bei höheren Temperaturen bis 
jetzt keine Halleffektsmessungen ausgeführt sind, soll auch dort ein ähnliches 
Verhalten, das heißt py b+ <n, b- angenommen werden. 

Es wird deshalb für die folgenden Betrachtungen für die Leitfähigkeit beim 
Cadmiumsulfid die Gültigkeit on 


o=e:n,.b (la) 


angenommen. Für die Diskussion von Leitfähigkeitsmessungen ist daher eine 
getrennte Untersuchung der und Konzentration im L- 
Band notwendig. 


21. Elektronenbeweglichkeit 


Die Beweglichkeit der Elektronen ist gegeben durch die Wechselwirkung mit 
dem Gitter und Streuung an seinen Verunreinigungen, sowie u. U. durch Wechsel- 
wirkung der Elektronen untereinander (Konzentrationsabhängigkeit) *). 

Da die Lage der Fermigrenze in der verbotenen Zone bei einem Halbleiter 
bei gegebener Temperatur den Entartungsgrad bestimmt, jene Lage jedoch u.a. 
eine Funktion der Termdichte in dieser Zone ist (vgl. Abschnitt 4), welche nach 
experimentellem Befund (s. u.) beim Cadmiumsulfid in weiten Grenzen variabel 
ist, erscheint es notwendig, entsprechende Näherungen sowohl für den entarteten 
als auch für den nichtentarteten Fall zu betrachten. 

Im nichtentarteten Fall kann nach der Methode einer Potentialdeformation *) 


2) K. W. Béer, l.c. 
3) Diedrich, bisher unveröffentlichte Diplomarbeit. 
4) W. Shockley, Electrons and Holes in Semiconductors 1951. 
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die durch thermische Gitterschwingungen bestimmte Elektronenbeweglichkeit 
angegeben werden. Es ist im wesentlichen 


ba ~ (2) 

Fiir den analogen Fall unter Beriicksichtigung lediglich der Streuung an Ver- 
unreinigungen im Kristall erhält man nach Conwell und Weißkopf°) 

by ~ 
N; bedeutet die Anzahl der Stératome pro cm*. 

Im entarteten Fall, also bei höheren Temperaturen und geringem Abstand 
der Fermigrenze vom L-Band ist b7 > by, so daß hier by vernachlässigt werden 
kann. 

Nach Johnson und Lark-Horowitz®) wird in diesem Falle die Beweglich- 
keit temperaturunabhängig 


b, = 8 (2/3)"/* - (4) 


he Ny k 
Für den nichtentarteten Fall wird also gemäß 

1/6 = 1/by + 1/bp = aT *s + T+" (5) 
die Beweglichkeit mit wachsender Temperatur zunächst zunehmen, um nach 
Durchlaufen eines Maximalwertes wieder abzufallen und im weiteren Verlauf 

bei Erreichen der Entartungs- 

% temperatur dem durch Gl. (4) ge- 

%; gebenen Grenzwert zuzustreben. 
(Vgl. Abb. 1.) 

Für einen polaren Kristall 
haben Mott und Fröhlich?) die 
Wechselwirkung mit dem Gitter 
ausgerechnet und im Bereich tiefer 
Temperaturen ein von den bis- 
herigen Betrachtungen abweichen- 
des Verhalten gefunden. Danach 
wird jedoch nur ein Einfluß auf 
das bisher angenommene Verhalten 
%; bis zur Debyetemperatur zu er- 
=== warten sein, welche gewöhnlich bei 

T3%2 polaren Stoffen zwischen 300 und 

Abb. 1. Temperaturabhängigkeit der verschie- 800° K liegt, beim CdS unter Zu- 

denen Anteile zur Beweglichkeit grundelegung einer Gitterkon- 

stanten von 5,7 AE etwa 220° K 

beträgt, so daß in dem im folgenden betrachteten Temperaturbereich kaum 
Abweichungen von dem in Abb. 1 skizzierten Verlauf zu erwarten sind. 

Ebenfalls dürften in diesem Temperaturbereich nach Marshak und Seitz’) 
und nach Tolpygo®) die von Pekar) behandelten Polaronen keinen wesentlichen 


5) E. Conwell u. I. F. WeiBkopf, Physic. Rev. 69, 258 (1946); 77, 388 (1950). 

6) V. A. Johnson u. K. Lark-Horovitz, Physic. Rev. 71, 374 (1947). 

7) H. Fröhlich, Proc. Roy. Soc. London (A) 160, 230 (1936);. H. Fröhlich u. 
N. F. Mott, Proc. Roy. Soc. London (A) 171, 496 (1939). 

8) Marshak u. F. Seitz, Physic. Rev. 74, 1014 (1948). 

®) Tolpygo, J. exp. u. theor. Phys. 21, 443 (1951). 

10) S. I. Pekar, J. exp. u. theor. Phys. 20, 267 (1950). 
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Einfluß auf die Temperaturabhängigkeit der Beweglichkeit ausüben, so daß wohl 
mit hinreichender Berechtigung für die folgenden Untersuchungen eine nur schwache, 
jedenfalls nicht exponentielle Änderung der Beweglichkeit mit der Temperatur 
angenommen werden kann. 

Dadurch ist es möglich, aus dem Exponenten der Exponentialcharakter tra- 
genden Temperatur-Leitfähigkeitskurve direkte Aussagen über die Elektronen- 
konzentration im Leitfähigkeitsband zu machen. 


22. Elektronenkonzentration 


Zur Leitfähigkeit tragen in einem idealen Kristall sowohl die Elektronen im 
Leitfähigkeitsband als auch ihre Löcher im Valenzband im selben Maße bei, da 
nach elementaren Überlegungen in diesem speziellen Falle ihre Beweglichkeiten 
nahezu gleich sind. Die Anzahl der Elektronen im L-Band ist gegeben durch 


Im; my| k 7 2 


wobei my, rsp. my die effektiven Massen der Elektronen rsp. Löcher, Hz das Energie- 
niveau der unteren Kante des L-Bandes und £ die Fermigrenzenergie ist. Im Real- 
kristall liegen jedoch innerhalb der verbotenen Zone besetzte und unbesetzte 
Terme. Die höchsten besetzten Terme mögen vom’ Niveau Hy; einen Abstand 
E,—Ey= AE, haben und mit einer Konzentration N 4 vorkommen, dann beträgt 
die Konzentration der aus diesen Termen stammenden Elektronen im L-Band") 

ng = | Nit exp (-AB42kT); (8) 
im allgemeinsten Fall sollte also die Elektronenkonzentration im Leitfähigkeits- 
band gegeben sein durch 


my, = Ny, exp ((Ey— E,\/2kT) + exp (-AE4/2KT), (9) 


V (my my| k nd N, = (2 a N}: der verschiedenen inner- 


2nh? 
halb der sieben Zone liegenden Niveaus A,, Ag, ... sind. 

Nach: Shockley) und Miiser™) ist jedoch im Realkristall ¢ mit der Tem- 
peratur in weiten Grenzen variabel, so daß die Voraussetzung zur Ableitung von 
Gln. (8) und (9) nicht mehr erfüllt ist. Unter Einsetzung des nun nicht mehr als 
konstant angenommenen , welches sich aus der Verteilung der Störstellen berech- 
net, ergibt sich für die Elektronenkonzentration im L-Band an Stelle von Gl. (9) 


my, = Nz exp ((§ — E;]/kT) (10) 


mit Gültigkeit solange E, mehrere k T oberhalb € liegt. Ist diese Bedingung nicht 
mehr erfüllt, so nimmt die Elektronenkonzentration im L-Band nicht mehr expo- 
nentiell zu, sondern gehorcht der Gleichung 


4 
= 11 
BT NL 3 x L kT | ( ) 


11) i. Fröhlich, Elektronentheorie der Metalle, Springer, Berlin 1936. 
12) W. Shockley, lc. 
13) H. Miser, Z. Naturforschg. 5a, 18 (1950). 
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(Vgl. Abb. 2.) Die Gin. (10) und (11) enthalten dabei den Anteil der Elektronen- 
konzentration, der von den Termen innerhalb der verbotenen Zone herrührt, 
implizit durch Verwendung einer ent- 
N f sprechenden Fermi-Grenzenergie. Es 
ist daher nötig, um eine Aussage über 
10 n; machen zu können, die Lage der 
y Fermigrenze in Abhängigkeit von den 
interessierenden Parametern Tempe- 
ratur, Störtermkonzentration und ener- 
getische Lage der Störterme zu be- 
rechnen. 


3. Fermische Grenzenergie 


Die Lage der Fermigrenzenergie läßt 
sich aus statistischen Überlegungen 
1 ‘ ‘ herleiten; dabei ist die Quasineutralitat 
4 1127377 des Gesamtkristalls als Randbedingung 
Abb. 2. Elektronenkonzentration im L- Zu beachten. 

Band beim Übergang vom nichtentarteten Zu letzterem Zwecke ist es notwen- 
zum entarteten Fall dig eine Ladungsbilanz aufzustellen, 
welche naturgemäß stark von der Art 
der Terme in der verbotenen Zone beeinflußt wird, wieim folgenden näher gezeigt 
werden kann.#Es ist daher zweckmäßig, zunächst näher auf die grundsätzlichen 
Eigenschaften dieser Terme einzugehen, die gewöhnlich als Aktivator- und Haft- 
terme, bzw. als Donatoren und Akzeptoren bezeichnet werden. Es liegt nahe zu 
fragen, wodurch sich Aktivator- und Haftterme voneinander unterscheiden und 
inwieweit eine Unterscheidung im Rahmen der durchgeführten Rechnungen 
sinnvoll ist, eine Frage, die bisher in der Literatur oft zu Mißverständnissen 
Anlaß gegeben hat. 

Der Einbau einer ‘Stérstelle in ein ideales Gitter gibt zur Schaffung eines 

Termes (oder mehrerer) in der verbotenen Zone Anlaß, der im nichterregten Zu- 


A— 


L-Band L-Band _4-Band 


A— 


V-Bond V-Band V-Band 
‘ Ae 


a b 
Abb. 3. Zur Lage von Störtermen in der verbotenen Zone 


stand entweder besetzt oder unbesetzt sein kann. Dabei kann von vornherein 
iiber die energetische Lage desselben nichts ausgesagt werden; es ist also durch- 
aus möglich, daß ein solcher besetzter Term dicht unterhalb der unteren Kante 
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des L-Bandes liegt. Andererseits können Terme, welche im nichtangeregten Zu- 
stand unbesetzt sind, tiefer liegen. Dies gilt natürlich nur, solange sich der Kristall 
nicht im statistischen Gleichgewicht befindet. Dann werden natürlich vorwiegend 
tiefe Terme besetzt, höhere hingegen unbesetzt sein. An Hand zweier leicht über- 
sehbarer Beispiele möge das näher ausgeführt werden. 

Abb. 3 zeigt den Einbau zweier Störstellen in ein ideales Gitter, und zwar 
Abb. 3a den Fall, daß eine Störstelle A einen besetzten Term dicht oberhalb des 
V-Bandes erzeugt und B zur Schaffung eines unbesetzten Termes unterhalb des 
L-Bandes Anlaß gibt. Ähnlich liegen die Verhältnisse unterhalb des V- und ober- 
halb des L-Bandes (A’ und B’). Nach Anregung kann A ein Loch einfangen, wo- 
durch die A erzeugende Störstelle sich positiv auflädt; analog kann B unter ent- 
sprechender negativer Aufladung der zugehörigen Störstelle ein Elektron ein- 
fangen. In Abb. 3b liegt der besetzte Störterm A dicht unterhalb des L-Bandes, 
während umgekehrt der unbesetzte B-Term oberhalb des V-Bandes, also energe- 
tisch unter A liegt. Nach Anregung kann die Störstelle, welche die Schaffung des’ 
Termes B veranlaßte, ein Elektron einfangen, um dann negativ geladen zu sein, 
während die Störstelle zu A durch Verlieren des Elektrons sich positiv auflädt. 

Im statistischen Gleichgewicht werden also vorwiegend tiefe Terme besetzt, 
höhere Terme hingegen unbesetzt sein, unabhängig von ihrem Charakter im oben 
besprochenen Sinne. So sind bislang vielfach durchweg tiefliegende Terme als 
Aktivatorterme bezeichnet worden, weil sie, da vorwiegend besetzt, Elektronen 
abzugeben vermögen. Analog bezeichnete man hochliegende und demnach meist 
unbesetzte Terme als Haftterme, da sie Elektronen einfangen können. Diese Be- 
zeichnungsweise würde zur Beschreibung von Lumineszenz- und einiger Photo- 
leitungseigenschaften durchaus ausreichen. Es ist jedoch für eine allgemeine Be- 
trachtung von Leitfähigkeitsmechanismen notwendig, zu einer eindeutigen Defi- 
nition von Aktivator- und Hafttermen überzugehen, die nicht, wie die oben er- 
wähnte, von der Lage der Fermigrenze abhängt, welche ja für die Besetzung der 
Terme maßgeblich ist. 

Es sollen daher alle Störstellen, die durch Abgabe eines Elektrons positiv ge- 
laden zurückbleiben, als Aktivatoren bezeichnet werden, gleichgültig, welche 
energetische Lage die von ihnen erzeugten Terme haben. Analog wären alle unter 
Aufnahme eines Elektrons negativ geladenen Störstellen als Haftstellen zu be- 
zeichnen. Diese Definition ist naturgemäß völlig unabhängig von der Lage der 
Fermigrenze, über welche ja keine Aussage gemacht werden könnte, wenn sie von 
der Bezeichnungsweise abhinge. 

Die Quasineutralitätsbedingung lautet dann, wenn nz die Anzahl der Elektro- 
nen im L-Band, ng die Anzahl der Elektronen in den Haftstellen, py die Anzahl 
der Löcher im Valenzband und p, die Anzahl der Löcher in den Aktivatoren be- 
deutet, 

(12) 


Bei mehreren Hafttermen oder Aktivatoren ist über die ny, bzw. p4, zu sum- 
mieren. Die Anzahl der Elektronen in diesen Zuständen berechnet sich zu 


n= (13) 
wenn G, das Gewicht des i-ten Energiezustandes und f(E,) die Fermifunktion für 


diese Energie ist. Nach Wilson kann das L-Band unter der Voraussetzung, daß 
es mehrere k7’ von der Fermigrenze entfernt ist, durch einen Term des statistischen 
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Gewichtes N, (vgl. Gl. (7) und (9)) ersetzt werden. Die Gewichte der in der ver- 
botenen Zone liegenden Terme sei gleich ihrer Konzentration N, entsprechend 
ihrer energetischen Lage E,. 
Die Größe der Fermigrenzenergie ist dann unter Benutzung der Gln. (12) 
und (13) bestimmt durch Lösung der Gleichung 
Na 
Nu 
1 + exp ([Z,— 7)’ 
wobei ¢ als Funktion der Temperatur, der Störtermkonzentration und der energe- 
tischen Lage der Stérterme erscheint. Zur numerischen Auswertung von Gl. (13a) 
ist es daher nötig, entsprechende Annahmen über V4 und Ny, sowie über E,— Ey, 
E, und Ey zu machen. 


(13a) 
= Nz exp — T) + 


31. Energetische Lage von E,, Ey, F4 und Ey 


Nach Messungen von R. Seiwert™) läßt sich aus der Lage der optischen Ab- 
sorptionskante die mit der Temperatur variable Breite der verbotenen Zone be- 
stimmen. Sie beträgt bei Zimmertemperatur 2,44 + 0,03 eV und bei 800° K 
2,20 + 0,03 eV. 

Inwieweit die von Seiwert gefundenen Werte fiir die Breite der verbotenen 
Zone, die aus optischen Messungen entnommen sind, auch fiir thermische Unter- 
suchungen anwendbar sind, müßte noch genauer diskutiert werden. Nach dem 
Franck-Condon-Prinzip sind für die thermische Anregung im allgemeinen 
geringere Ablösearbeiten erforderlich, jedoch läßt sich zeigen, daß selbst eine 
Änderung der Breite der verbotenen Zone um mehr als 10% auf den grundsätz- 
lichen Verlauf der Fermigrenzenergie keinen Einfluß hat. Es möge daher für die 
folgenden Betrachtungen eine tompersturunabhängige Breite der verbotenen 
Zone von 2,0 eV angenommen werden. 

Die energetische Lage von Hafttermen und Aktivatoren sind bei den unter- 
suchten, nicht besonders aktivierten Kristallen aus bisherigen Messungen nicht 
mit Sicherheit zu entnehmen. Eine genauere Diskussion soll daher einer in Vor- 
bereitung befindlichen Arbeit vorbehalten bleiben. 


32. Konzentration für Aktivator und Haftterme 


Wie aus Gl. (13a) leicht ersichtlich, hängt die Lage der Fermigrenze u. U. 
wesentlich von der Konzentration der Aktivator und Haftterme ab, was unten aus- 
führlicher gezeigt wird. Es ist daher notwendig, gewisse Annahmen über diese 
Konzentration zu machen. 

Im Falle des Cadmiumsulfids, welches in einer vorher veröffentlichten Arbeit 
experimentell näher untersucht wurde"), kann wohl berechtigt angenommen 
werden, daß die Mehrzahl der Terme in der verbotenen Zone durch statistische 
Fehlordnung seiner Bestandteile Schwefel und Cadmium, nicht aber durch Ver- 
unreinigungen erzeugt werden, da während des Herstellungsganges auf peinlichste 
Reinheit geachtet wurde. 


14) R. Seiwert, Ann. Physik 6, 241 (1949). 
15) K.W. Böer, l. c. 
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Gewiß spielen die beim Herstellungsgang in relativ großer Konzentration, ver- 
glichen mit sonst üblichen Reinheitsansprüchen, anwesenden homologen Elemente, 
hauptsächlich Zink und Sauerstoff eine nicht zu vernachlässigende Rolle. Jedoch 
sprechen z. Z. einige von Faßbender und Muscheit angestellte Experimente 
dafür, daß der Sauerstoff beim Arbeiten im Vakuum zum Verlassen des Kristalls 
bewegt werden kann, wenn man nur die Temperatur hoch genug wählt. Ein 
direkter Einfluß des Zinks auf die Störtermkonzentration in diesen Kristallen 
ist bisher nicht mit Sicherheit festgestellt worden. 

Es soll daher im folgenden in der Hauptsache das einfache Modell durch- 
gerechnet werden, welches Haft- und Aktivatorterme nur infolge statistischer 
Fehlordnung enthält. Dabei ist es natürlich prinzipiell möglich, daß sowohl Haft- 
als auch Aktivatorterme ein ganzes Energiespektrum erfüllen. Zur Vereinfachung 
des Modells soll auch hier so gerechnet werden, als ob nur je eine Gruppe von 
Aktivator- und Hafttermen jeweils einer diskreten Energie vorhanden wären. 

Dadurch ist es möglich, in dem betrachteten Temperaturbereich, in dem innere 
Diffusionserscheinungen bereits merklich werden können, die Temperaturab- 
hängigkeit der Störtermkonzentration anzugeben. Nach allgemeinen statisti- 
schen Überlegungen sei die Anzahl der fehlgeordneten Atome in einem Kristall, 
welche Aktivatorterme erzeugen, 


Na = No exp (-E'/k T) (14a) 
und jene, wélche Haftterme erzeugen, 
Ny = No exp (-E"/kT), (14b) 


wobei die Energien E’ und E’’ im allgemeinen nicht übereinstimmen. Gewöhnlich 
ist zusätzlich, durch den Herstellungsgang bedingt, eine gewisse Anzahl von Ak- 
tivator- oder Hafttermen durch nichtstöchiometrische Zusammesetzung zusätzlich 
gegeben. 


4. Numerische Berechnung der Fermi-Grenzenergie 


Die Ausrechnung der Fermigrenzenergie, d. h. die Lösung der Gl. (13a), möge 
der Übersiicht halber an einigen Beispielen hier graphisch geschehen. Zu diesem 
Zweck w rd im halblogarithmischen Maßstab die Konzentration der positiven 
resp. negativen Ladungsträger über der variabel angenommenen Fermieenergie auf- 
getragen. In den folgenden Abbildungen sind dabei die positiven Ladungen aus- 
gezogen, die negativen Ladungen gestrichelt. Die Summenkurven sind für positive 
und negative Ladungen stark durchgezeichnet. Der Schnittpunkt dieser beiden 
Kurven ergibt die Lösung der Gl. (13a) und damit seine Abszisse den Wert der 
Fermi-Grenzenergie bei den vorgegebenen Parametern. 


41. Modell: E,— Ey = 2eV, ein Term Ey = 1eV, N, = 10!:cm” 


Es soll zunächst, obwohl dieser Fall in der Natur kaum realisiert sein dürfte, 
der Anschaulichkeit halber an einem einfachen Beispiel der Unterschied zwischen 
dem Ergebnis der Berechnung der Elektronenkonzentration im L-Band nach der 
bisher angewandten Methode von Wilson und der Methode variabler Fermi- 
grenze gezeigt werden. Es sei ein Halbleiter mit einer verbotenen Zone der Breite 
E,,— Ey = 2,0 eV und nur einem Aktivatorterm mit E,— E, = 1,0 eV und der 
temperaturunabhängigen Konzentration N 4 = 10 cm”? gegeben. 
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Die Elektronenkonzentration im L-Band berechnet sich nach Wilson zu 
ny = Ny exp ((Ey — EyV2kT) + (1) 
(Bezeichnungsweise vgl. Gl. (9)) und ist in ihrer Temperaturabhängigkeit in’ 
Abb. 4 wiedergegeben. Sie zeigt im log n-/.- T-1-Diagramm zwei Geradenstücke ver- 
schiedener Neigung, die in einem relativ weiten Temperaturbereich stetig inein- 
ander übergehen. Dies Verhalten ist bei Berechnung nach Gl. (15) nicht abhängig 
von den in diesem Beispiel durchgerechneten Energie- und Konzentrationswerten, 
sondern ganz allgemein auch dann zu finden, wenn mehrere Terme berücksichtigt 
werden. 
Um nun die Konzentration der Elektronen im L-Band nach Gl. (10) ausrech- 
nen zu können, ist es nötig, zuerst die Lage der Fermigrenze in Abhängigkeit von 
der Temperatur auszurechnen. Bis zu Temperaturen von etwa 700° K wird diese 


T= 500% 


Bei variabler Fermigrenze 


Nach Wilson 


02 

Elev] 
Abb. 4 Abb. 5 

Abb. 4 u. 5. Elektronenkonzentration im L-Band in Abhängigkeit von der Temperatur 

bei einer Stértermgruppe 


praktisch ausschließlich vom Schnittpunkt der Kurven p, und n, (Abb. 5) be- 
stimmt, oberhalb 800° durch den Schnittpunkt der Kurven py und nz. 

Die Entwicklung der Fermigrenze nach einer Potenzreihe mit der Temperatur 
liefert in diesen Bereichen eine sehr gute lineare Näherung 


Cal +O" 7. (16) 
Z. B. würde durch Vernachlässigung höherer Glieder für den in Abb. 5 wieder- 
gegebenen Wert von ¢ ein Fehler von <10-* entstehen. Diese Näherung ist jedoch 
nur dann brauchbar, solange die 1 im Nenner einer Fermifunktion aus Gl. (13a) 
nicht vergleichbar mit dem Exponentialsummanden wird, was sich in Abb. 5 
in einer Abweichung vom linearen Verhalten äußert. 
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Für den Temperaturbereich unter 700° gilt, wie durch einfache Überlegung aus 
Gl. (13a) zu entnehmen ist, 


k 
+ Er) — 2,303 - log (Nz/N4) - 7, (16a) 
fiir den Bereich oberhalb 800° gilt analog 
C=1,-H,+0-T, (16b) 


was in Abb. 6 eingetragen ist. Beide Bereiche schlieBen sich in einer aus Abb. 6 
ersichtlichen Weise mit einem Knick aneinander. Unter Beriicksichtigung von 
(16) läßt sich Gl. (10) wie folgt schreiben: 


ny = Nz, exp exp (C’ — Ey/KT). (17) 

In Abb. 4 ist der Verlauf von nz eingetragen. Es ist ersichtlich, daß er wieder aus 
zwei Geradenstücken mit denselben Neigungen, die auch durch Gl. (15) gegeben 
sind, besteht. Im Bereich tiefer Temperaturen erscheint die Gerade zu der nach 
Wilson berechneten parallelverschoben in 
Richtung auf höhere Elektronenkonzen- c 
trationen. Uberdies zeigen beide Geraden- | 
stücke einen scharfen Knick an ihrer Be- 
rührungsstelle, ein Verhalten, das experi- 15 
mentell häufig gefunden wird und aus dem 
Wilsonschen Bild unverständlich blieb. 

Mit diesen einfachen Betrachtungen ist 
bereits das Wesentliche aufgezeigt, das auch 
bei feineren Betrachtungen bestimmend 
bleibt: Für die Entwicklung der Fermigrenze 
nach der Temperatur reicht es in bestimmten 
Temperaturintervallen aus, lediglich die 
lineare Näherung zu betrachten. Diese 
Temperaturintervalle sind durch die Be- 
dingung bestimmt, daß die 1 im Nenner 
einer Fermifunktion nicht vergleichbar mit 
dem Exponentialsummanden wird. Bei 
Übergang in ein anderes Temperaturinter- 
vall, welches durch den Charakter der 
Lösung von Gl. (13a) bestimmt wird, gehen 250° 300° 750° 1000? 
beide Koeffizienten auf andere Werte, die TW) 


innerhally des neuen Temperaturintervalls app. 6, Abhängigkeit der Fermigrenze 
wieder konstant sind. von der Temperatur 


42. Modell: E,— Ey = 2eV, ein Haftterm, ein Aktivatorterm, 
temperaturunabhängige Konzentration 


Es soll nun an Hand eines einfachen Modells mit einem Haft- und einem Ak- 
tivatorterm einer konstanten Konzentration diskutiert werden, welche Möglich- 
keiten für die energetische Lage beider Koeffizienten der Entwicklung für die 
Fermigrenze gegeben sind. Der Übersicht halber sei das in Form einer Tabelle 
"angegeben, welche in ihrer ersten Spalte den jeweils aus der Abbildung zu -ent- 
nehmenden Charakter der Lösung von Gl. (13a) enthält. Dabei bedeutet z.B. 
ny,...p4, daß die Fermigrenze hauptsächlich durch den Schnittpunkt der Geraden 
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von mz, und py bestimmt werden. Die zweite und dritte Spalte enthält die ent- 
sprechenden Koeffizienten der Fermigrenze, während in der vierten Spalte ein 
Hinweis auf eine entsprechende Abbildung zur Erläuterung zu finden ist. 


Charakter d. Lösung | Bemerkungen 


E,/2 0 
E,/2 0,97 10-4 log (N,/N,) 
6 0,97 10-4 log / 

E,)/2 | —0,97-10-log (N;/N,) | Abb. 8 
E, —0,97 10-4 log (N, | 

E,)/2 0,97 10-*log (Nu/Nz) |  Abb.7 
E 0,97 10-log (N4/Ny) | Abb. 15 

Er —0,97 -10- log (Na/N4) |  Abb.14 


Abb. 9 


Bei gegebenen festen Werten von E,, Ey, N4 und Ny ändert in Abhängigkeit 
von der Temperatur bei bestimmten Werten derselben die Lösung von Gl. (13a) 
ihren Charakter, durchläuft dabei jedoch nicht alle in der Tabelle aufgezeichneten 
Möglichkeiten. So ist z.B. für E,=0,5 eV, Hy = 1,3 eV, N4 = 101 cm- und 
Ny = 1015 em”? bei tiefen Temperaturen die Lösung gegeben durch den Schnitt- 
punkt von p, und ng, bei Temperaturen um 700° durch p, und nz und oberhalb 
800° durch py und nz. (Vgl. Abb. 7 bis 9.) Die entsprechenden Werte von £’ 
und £” sind in den Abb. 11 und 12 eingetragen. 


. 10%, 2 
, 


Abb. 8 Abb. 9 
Abb. 7, 8 u. 9. Abhängigkeit der Fermigrenze von der Temperatur 


Im log n-/- T-1-Diagramm entspricht diesem Verhalten ein Verlauf, der durch 
drei Geradenstücke mit entsprechender Neigung gegeben ist. Dabei entspricht 
das Geradenstück im Gebiet tiefer Temperaturen einer Wirkung, die hauptsächlich 
von den Aktivator- und Hafttermen auf die Erzeugung von Leitfähigkeitselek- 
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tronen ausgeübt wird; im mittleren Gebiet sind es in diesem Beispiel die Akti- 
vatoren, die vermöge ihrer größeren Konzentration noch wirksam sind, während 
sich bei hohen Temperaturen Eigenleitung einstellt, die nur von der energetischen 


EE 
V-Band. 


. 11. Abhängigkeit von ¢’ von der Temperatur 


Abb.10. Abhangigkeit der Fer- 
migrenze von der Temperatur 


1000" 600° 500° 3° 250°K 


Naz 10” =10” 
2) "a= 02, 14 


2} N 10"? My = 10 
Sing 


T 19°? 
Abb. 12. Abhängigkeit des Gliedes £” 7 Abb. 13. Elektronenkonzentration im L-Band 
von der Temperatur in Abhängigkeit von der Temperatur bei zwei 
Stortermgruppen 
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Breite der verbotenen Zone, nicht aber mehr von den Termen in diesem Gebiet 
abhängt. (Vgl. Abb. 13.) 

Bei Wahl anderer Zahlenwerte für die oben angegebenen vier Parameter 
ändern sich naturgemäß sowohl die Temperaturintervalle für &’ und £” als auch 
ihre relative Lage und eventuell, wie im Falle nach Abb. 10, ph der grundsätzliche 
Verlauf, indem hier vier Geradenstücke im logn-/-T-1-Diagramm erscheinen 
würden, was in Abb. 11 gestrichelt angedeutet worden ist. 

Wird überdies zugelassen, daß Aktivatorterme energetisch oberhalb der Haft- 
terme liegen, so ergibt sich auch hier für die Fermigrenze ein ganz ähnliches Bild, 
welches für die Energiewerte E, = 1,6 und Lg = 0,5 eV und entsprechende Kon- 
zentrationsverhältnisse in Abb. 11 strichpunktiert eingetragen worden ist. 

Der Vergleich mit dem Experiment zeigt, daß auch dort hauptsächlich drei 
Geradenstücke zu finden sind, die sich mit jeweils einem Knick aneinander- 
schließen. Dabei ist jedoch gefunden worden, daß die Neigungen der Geraden- 
stücke im tieferen Temperaturintervall jeweils kleiner sind als im höher gelegenen; 
das bedeutet, daß die Fermigrenze mit zunehmender Temperatur zu geringeren 
Energiewerten springen muß. In den bisher betrachteten Fällen tut sie das, wie 
aus Abb. 11 ersichtlich, nicht; die Neigung des mittleren Geradenstückes liegt 
nicht zwischen den Neigungen der beiden Äußeren. 


43. Modell: Wie unter 42, jedoch tempersturabhängige Stör- 
termkonzentration 


Zur Erklärung des experimentellen Befundes muß nun zusätzlich die Tatsache 
berücksichtigt werden, daß sicherlich bei höheren Temperaturen die Störterm- 
konzentration nicht temperaturunabhängig ist. 

Unter der Annahme eines Bildungsgesetzes nach Gl. (14) im gesamten unter- 
suchten Temperaturbereich, ändert sich der von dem Charakter der Lösung von 
(13a) abhängige Wert der Fermigrenzenergie, der aus der Tabelle entnommen 
werden kann. Indem der Wert der Störtermkonzentration gemäß 14 in den Aus- 
druck für die za eingesetzt wird, erhält man z. B. für eine Lösung des 
Charakters pr . A 
t= == re + 0,97 - 10-4 log (N, /N,) - T + 0,507 - V” (18) 
und völlig analog für alle anderen Lösungen, wobei V’ = E’’/e in Volt einzusetzen 
ist. Für eine Lösung vom Charakter p,...n ergibt sich demnach 


(Ey + Em)/2 + 0,507 — V’) (19) 


soweit angenommen wird, daß die Ausgangskonzentration beider Arten von Stör- 
stellen gleich sind, der Kristall also stöchiometrischen Aufbau zeigt. 

Da für die bisher untersuchten Kristalle Z (halbe Ablösearbeit für einen Platz- 
wechsel der Gitterbausteine) die Größenordnung von etwa 1 eV hat, so sind die 
durch Benutzung einer temperaturabhängigen Störtermkonzentration hervor- 
gerufenen Korrekturen beträchtlich und können das bisher entworfene Bild 
wesentlich ändern. 

In den meisten Fällen behalten zwar die Kurven im log n -/- T-1-Diagramm ihr 
grundsätzliches Aussehen, es kann jedoch durch entsprechende Annahmen über 
E’ und E” jederzeit erreicht werden, daß die vom Experiment geforderte Zu- 
nahme der Neigung der Geradenstücke im jeweils höheren Temperaturintervall 
angenommen wird, da durch Berücksichtigung einer temperaturabhängigen Stör- 
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termkonzentration z. B. der Koeffizient {’, welcher für die Größe der Neigung 
verantwortlich ist, am stärksten im tiefen Temperaturbereich geändert wird 


(Gl. (18)), weniger im 
mittleren (Gl. (19)) und 
nicht im, Bereich hoher 
Temperaturen. 

Leider stehen jetzt 
bereits in diesem ein- 
fachen Modell vier Para- 
meter, E 4, Ey, E’ und E” 
zurVerfügung, über deren 
Größe im Falle des CdS 
aus bisher durchgeführten 
Experimenten nicht ohne 
weiteres Aussagen ge- 
macht werden können. 
Es erscheint daher ver- 
früht, solange nicht in 
Vorbereitung befindliche 
weitere Messungen abge- 
schlossen sind, die bis- 
herigen Meßergebnisse 
durch entsprechende An- 
nahmen über diese vier 
Parameter zu diskutieren. 


Abb. 14 


ro 


Abb. 15 


Abb. 14 u. 15. Elektronenkonzentration im L-Band in 
Abhängigkeit von der Temperatur bei zwei Störtermgruppen 


Es ist jedoch besonders bemerkenswert, daß bereits ein einfaches Modell mit 
nur zwei Termgruppen den komplizierten experimentellen Befund, der in der vorher 
veröffentlichten Arbeit besprochen wurde, richtig wiedergibt. 


Unter der An- 
nahme einer mit der ¢] | 
zeitlichen Dauer der 
Erhitzung wachsenden 

Störtermkonzentra- 
tion ist überdies ohne 
weiteres die Parallel- 
verschiebung der Meß- 
kurvens) im log 
o -/- T-ı - Diagramm 
von Messung zu Mes- 
sung zu verstehen. Im 
Bereich tiefer und 
mittlerer Tempera- 
turen ist der statistisch 
bedingte Fehlord- 
nungsgrad in der rela- 
tiv kurzen Meßzeit 


L-Band 


17 
Ng 10 cm? 


‚V-Band 
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konzentrationsverhältnis 


Na/Ny 


Abb. 16. Abhängigkeit der Fermigrenze von dem Störterm- 


nicht erreicht. Von dieser Tatsache wird der Koeffizient des linearen Gliedes von: 
€ betroffen, der je nach der Länge der Meßzeit eine Parallelverschiebung der 


16) K. W. Böer, l.c. Abb. 8, 11 u. 12. 
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Kurven bewirkt. Das geschieht bei einer Lage der Fermigrenze unterhalb E,/2 
in Richtung auf eine Verringerung, im umgekehrten Falle auf eine Vergrößerung 
der Leitfähigkeit, so, wie es auch der experimentelle Befund wiedergibt. 


Abschließend sei jedoch auf ein Ergebnis besonders hingewiesen, das aus frü- 
heren Untersuchungen nicht zu verstehen war. Bei einigen Messungen nahm die 
Leitfähigkeit mit wachsender Temperatur nicht monoton zu, sondern erreichte 
bei bestimmter Temperatur einen Maximalwert, durchlief anschließend ein Mini- 

mum und nahm erst jetzt weiter 


00° zu Messungen an zwei solchen 
Te ’ . Kristallen sind in Abb. 18 einge- 
Eu tragen !?). 
ev Diese Messungen können sofort 
verstanden werden, wenn unter der 


Bedingung E4> der Tempe- 


10" raturbereich betrachtet wird, in 
welchem ist. (Vgl. 
10 Abb. 14 und 15.) Hier springt fiir 
N 4= Ny nicht nur £’ und 2”, son- 
no dern auch £, was in den bisher be- 
trachteten Fällen nicht auftrat (vgl. 
Pr Abb. 16). Dort wechselte £ an den 
Sprungstellen von £’ und £” ledig- 
s lich seine Neigung. 

105+ 
In Abb. 17 ist die Elektronen- 
konzentration im L-Band im log 
n-/-T-1-Diagramm bei einem sol- 
chen Sprung von £=0,5 nach 
10? u € = 1,0 eV aufgetragen. Sie zeigt 
2 ein ganz ähnliches Verhalten, wie 
197 es auch im Experiment gefunden 

Abb. 17. Elektronenkonzentration im L-Band Wurde. 

in Abhangigkeit von der Temperatur bei vari- Da dieses Verhalten nicht ge- 
abler Stértermkonzentration funden wird, wenn Ey < Ez ist, es 
. jedoch andererseits bei experimen- 


tellen Untersuchungen verschiedentlich auftritt, ist zu vermuten, daß auch im 
Falle des CdS so, wie es beim Germanium und anderer Halbleiter schon lange 
bekannt ist, Aktivatorterme energetisch oberhalb von Hafttermen liegen können. 


Sicherlich wird in praxi der Sachverhalt noch komplizierter liegen, indem auch 
bei lediglich statistisch fehlgeordneten Kristallen nicht nur zwei Termgruppen 
diskreter Energie innerhalb der verbotenen Zone vorhanden sein dürften. Glück- 
licherweise ist die Lage der Fermigrenze jedoch hauptsächlich von energetisch tief 
liegenden Hafttermen und andererseits energetisch hoch liegenden Aktivator- 
termen mit jeweils möglichst großer Konzentration abhängig (vgl. Abb. 19). Hier 
sind nur die Terme A, und H, im gesamten Temperaturbereich für die Lage der 
Fermigrenze maßgeblich. Es erscheint daher nicht ausgeschlossen, durch genauere 


17) Dieses Verhalten tritt überdies bei allen Kristallen auf, die noch Reste von 
Sauerstoff enthalten. 
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Untersuchungen der Dunkelleitung des CdS bei thermischer Erregung Aussagen 
über die energetische Lage und die Konzentration von einigen dieser Termgruppen 
machen zu können. 


N 800° 600° 500° 


| 


2 V-Band 


10? 


10 20 rw? 
Abb. 18 Abb. 19 


Abb. 18 u. 19. Messung der Temperaturabhängigkeit der Leitfähigkeit bei Kristall 
Nr. IV und XIX bei 760 mm HgN, 


5. Zusammenfassung 


Unter der Annahme, daß eine Löcher- und Ionenleitung im untersuchten 
Temperaturgebiet gegenüber der Überschußleitung vernachlässigt werden kann, 
wurde gezeigt, daß die Temperaturabhängigkeit der Dunkelleitfähigkeit von CdS- 
Einkristallen hauptsächlich von der mit der Temperatur exponentiell variablen 
Elektronenkonzentration im L-Band bestimmt wird. Diese Elektronenkonzen- 
tration ist entscheidend abhängig von der Lage der Fermigrenze. _ 


Eine genauere Untersuchung der Temperatur- und Störtermabhängigkeit 
der Fermigrenze zeigt, daß unter der üblichen Annahme zweier Termgruppen 
diskreter Energie bereits der komplizierte experimentelle Befund, welcher haupt- 
sächlich drei Geradenstücke im log o-/- T-1-Diagramm zeigt, richtig wiedergegeben 


_ wird, wenn man annimmt, daß bei höheren Temperaturen die Störtermkonzen- 


tration mit der Temperatur wächst. 


Es können darüber hinaus bisher unverständliche Messungen erklärt werden, - 
die mit wachsender Temperatur nach Erreichen eines Maximalwertes eine Abnahme 
der Leitfähigkeit und erst im Anschluß daran, nach Durchlaufen eines Minimums 
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einen weiteren exponentiellen Anstieg zeigten. Es ist dazu nötig, auch im Falle 
des CdS so, wie es bisher bei anderen Halbleitern bereits üblich ist, zu vermuten, 
daß Aktivatorterme energetisch oberhalb von Hafttermen liegen können. 


4 An dieser Stelle möchte ich Herrn Prof. Dr. Rompe, Herrn Dr. Faßbender 
und besonders Herrn Dr. Höhler für viele anregenden Diskussionen herzlich 
danken. 


Berlin, MH. Physikalisches Institut der Humboldt-Universität. 


(Bei der Redaktion eingegangen am 18. Oktober 1951.) 


Berichtigung 
zu der Arbeit von Alexander Deubner und Ruth Heise: 
„Leitfähigkeitsmessungen 
an hochverdünnten wäßrigen Elektrolytlösungen“ 
Ann. Physik (6) 9, 213 (1951) 


In unserer obigen Arbeit muß es auf Seite 216, Zeile 3 von unten 1°/,, (Pro- 
mille) statt 1°/,, ebenso auf Seite 223, Zeile 12, 13 und 18 von unten jeweils 
%/ statt °/, heißen. 


Berlin, I. Physikalisches Institut der Humboldt-Universität. 


(Bei der Redaktion eingegangen am 10. Dezember 1951.) 
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Zur Änderung des elektrischen Widerstandes 
reiner Metalle am Schmelzpunkt‘) 


Von Horst Gerstenkorn 


(Mit 6 Abbildungen) 


Inhaltsübersicht 


Nach der Elektronentheorie der Metalle ist der endliche elektrische Widerstand eine 
Folge der Streuung der Leitungselektronen im Metallinneren. Bei festen Metallen läßt 
sich, sofern 'man diese als bestehend aus regellos orientierten, in sich jedoch fehlerfreien 
kleinen Kristalliten ansehen kann, die Streuwahrscheinlichkeit rechnerisch ermitteln. 
Man kommt dabei zu einer Summe aus einem nur schwach temperaturabhängigen, vor- 
wiegend durch die Kristallitstruktur bedingten Glied und einem weitgehend von der 
thermischen Bewegung des Gitters herrührendem Anteil. Dabei zeigt sich, daß die Aniso- 
tropie der Metalle in elastischer Hinsicht und die Dispersion der Gitterwellen genauer be- 
rücksichtigt werden müssen als bisher üblich war. 


, Bei Flüssigkeiten läßt sich die Streuwahrscheinlichkeit trotz deren in kleinen Be- 
reichen offenbar noch weitgehend geordneten Struktur rechnerisch nicht ermitteln. In 
diesem Fall kann man jedoch auf die beispielsweise bei N. S. Gingrich zusammenge- 
stellten Strukturüntersuchungen mit Röntgenstrahlen an flüssigen Metallen zurückgreifen 
und aus den dabei gemessenen Strukturfaktoren auf die hier benötigten Strouwahrechein- 
lichkeiten schlieBen. 


Auf diese Weise werden nicht nur die Absolutwerte des spezifischen Widerstandes 
für feste und flüssige Metalle ermittelt, sondern auch, und zwar mit wesentlich größerer 
Genauigkeit, das Widerstandsverhältnis flüssig-fest am Schmelzpunkt. Trotz der erheb- 
lichen Strukturumwandlung beim Schmelzen findet man hierfür bei Alkalien, im Ein- 
klang mit dem Experiment, Werte etwa zwischen 1,6 und 2. 


I. Grundlagen ?) 


Der elektrische Widerstand eines reinen Metalles wird verursacht durch die 
Streuung der Elektronenwellen am thermisch schwingenden Gitter des festen 
Kristalles bzw. am Mikrogefüge der metallischen Flüssigkeit. Zu seiner Berech- 
nung kann man nach Sommerfeld und Houston in erster Näherung so vorgehen, 
als ob für den Stromtransport ausschließlich eine gewisse, für jedes Metall noch 
näher zu bestimmende Anzahl ny, ‚freier‘ Leitungselektronen pro cm* maßgeb- 
lich ist, während die übrigen (Rumpf-) Elektronen nichts zur Leitfähigkeit bei- 
tragen. Die Leitungselektronen können dabei angenähert durch ebene Wellen 
beschrieben werden, wobei ihre Wechselwirkung untereinander und mit den Gitter- 
ionen nur bei der Ermittlung ihrer Streuung am Gitter in Rechnung gesetzt 


1) Diese und die folgende Arbeit stellen einen Auszug aus einer Dissertation an der 
Technischen Hochschule Hannover dar. Vgl. hierzu auch die vorläufige Mitteilung von 
H. Gerstenkorn u. F. Sauter in den Naturwiss. 38, 158 (1951). 

2) Vgl. hierzu F. Sauter, Ann. Physik (5) 42, 110 (1942). 
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wird®). Dieses Vorgehen bietet den großen Vorzug, die Verhältnisse in Einkristallen, 
polykristallinen Medien und Flüssigkeiten weitgehend nach denselben Methoden 
behandeln zu können. 

Der elektrische Widerstand o wird dann für feste wie für flüssige Metalle ge- 
geben durch 


mit (1 —c08 8) 424). (1)- 


Np E27 T 


Dabei bedeuten « und ¢ Masse und Ladung eines Elektrons. Ferner gibt w (v, »’) dQ 
die Wahrscheinlichkeit, daß ein Elektron der Geschwindigkeit » an den Gitter- 
ionen in der Zeiteinheit um den Winkel # in das Raumwinkelelement dQ, ent- 
sprechend der neuen Geschwindigkeit »’, gestreut wird. Schließlich sei noch darauf 
hingewiesen, daß die Geschwindigkeiten in (1) ebenso wie die später einzuführende 
Elektronen-Wellenlänge A und die Ausbreitungsvektoren f und f! vom Betrag 


(2) 


durchweg für eine Elektronenenergie an der Abfallstelle der Fermiverteilung zu 
nehmen sind, ohne daß es im Einzelfall stets noch besonders erwähnt wird. Hier 
ist A gleich der durch 27 geteilten Planckschen Konstanten, während mit h die 
für die späteren Betrachtungen wichtige dimensionslose Größe 


sin 9/2 (3) 


bezeichnet wird, wobei a die Gitterkonstante bedeutet. Da A an der Fermikante 
festliegt, kann h an Stelle von®# als Integrationsvariable in (1) eingeführt werden. 
Für diese Wellenlänge gilt übrigens 


82 
(4) 


Beispielsweise wird h fiir ein kubisch raumzentriertes Gitter im Falle von 
Alkalien, bei denen np annähernd gleich der Ionendichte ist (np < NV), wegen 
N = 2/a® maximal gleich 2 a/A < 2 - (3/4 n)''»= 1,240. Beim gleichen kub. rz. 
Gitter liegt das erste Braggsche Reflexions-Maximum (für eine Spiegelung an 


der (110)-Ebene bei hp = V2, also außerhalb des nach (3) zulässigen Werte- 
bereiches für h. Für die Metalle des kubisch flächenzentrierten Systems gilt Ent- 
sprechendes. 


3) Das Rechnen mit .,freien‘‘ Tilektronen setzt eigentlich eine wesentlich schwächere 
Wechselwirkung zwischen den Elektronen und dem Gitter voraus, als es selbst bei den 
besten metallischen Leitern der Fall ist. Doch gibt es z. Z. keine andere Methode, welche 
den Verhältnissen auch bei Flüssigkeiten und mikrokristallinen Gefügen besser gerecht 
wird als die des Rechnens mit ebenen Wellen. 

_ 4) Weitere Voraussetzungen für die Gültigkeit dieser Formel sind: 

a) Die Streuwahrscheinlichkeit w hängt nur von den Geschwindigkeitsbeträgen 
und dem Streuwinkel #, nicht aber noch vom Azimut ab; diese Voraussetzung ist für 
Flüssigkeiten und, sofern man über alle Orientierungen mitteln kann, auch für ein Ge- 
menge regellos orientierter Kristalle erfüllt; in diesem Falle wird o, wie auch bei kubischen 
Kristallen, eine skalare Größe. 

b) Die Temperatur soll wesentlich höher liegen als die Debye-Temperatur der be- 
treffenden Substanz, dann ist die bei jedem Streuprozeß maximal übertragene Energie 
noch immer klein gegen k7’, so daß mian von diesen Energieänderungen in erster Näherung 
absehen kann. 
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, Die in (1) enthaltene Streuwahrscheinlichkeit w kann man in der Form 
w=NvQg (5) 


anschreiben. Hier bedeuten N und v wie oben Ionendichte und Grenzgeschwindig- 
keit der Leitungselektronen; Q ist der Wirkungsquerschnitt für die Streuung an 
einem einzelnen, durch die übrigen Leitungselektronen abgeschirmten Gitterion, 
und g ist ein zusätzlicher dimensionsloser Faktor, der durch die Struktur (Ionen- 
anordnung) in der Streusubstanz bedingt ist. 

Eine genaue theoretische Ermittlung des Wirkungsquerschnitts ist recht ver- 
wickelt. Immerhin scheint hier die Formel 


1 1 y (6) 
(sin? 0/2 + =( ) Qaxh?+1)’ 
welche man fiir die Streuung einer ebenen Elektronenwelle an einem statischen 
Potentialfeld 


ze 


(7) 


mit. Abschirmradius R = xa in erster Bornscher Näherung erhält, eine einiger- 
maBen brauchbare Interpolationsformel zu sein zwischen dem Fall kleiner Wellen- 
langen, wo man mit der Rutherfordschen Streuformel zu rechnen hatte, und 
dem Fall großer Wellenlängen, wo man zu einem winkelunabhängigen Streuquer- 
schnitt kommen muß. Dabei ist zu berücksichtigen, daß die Grenzwellenlänge 2 
bereits etwa viermal so groß ist wie der Radius R, eines Gitterions, R, seinerseits 
aber wohl noch größer als der Abschirmradius R sein dürfte. Wegen des hier zu 
wählenden Wertes der Abschirmkonstanten x sei auf die Ausführungen im II. Ab- 
schnitt verwiesen, ebenso wegen der Wahl der scheinbaren Ladungszahl z, die 
übrigens bei der Bildung eines Widerstandsverhältnisses herausfällt. 

Was schließlich den von 9 bzw, h abhängigen Strukturfaktor g betrifft, so wird 
er für geschmolzene Metalle wegen der Unkenntnis über deren Struktur einer Zu- 
sammenstellung experimenteller Ergebnisse von N. S. Gingrich entnommen, 
die sich zwar auf Röntgenstrukturuntersuchungen beziehen, aber unverändert 
hinsichtlich der g-Werte auch für die Streuung von Elektronenwellen gelten. 

Für feste Kristalle kann man den Strukturfaktor rechnerisch ermitteln. Und 
zwar wird er, solange die geometrische Theorie der Elektronenstrahlinterferenzen 
gilt), durch die Formel 


7|? N 
g= mit G= (8) 


n=1 


gegeben. Hier bedeutet N die Zahl der am Streuvorgang beteiligten Ionen, % 


ist der Ortsvektor des n-ten dieser Ionen, und f—f’ gibt die Änderung des Aus- . 


breitungsvektors der Welle durch den Streuvorgang. Zu mitteln ist dabei über alle 

5) Die geometrische Theorie der Raumgitterinterferenzen ist ihrer Natur nach 
auf kleine Kristalle beschränkt, da sie von der Schwächung des Primärstrahls infolge 
der Abschaltung der abgebeugten Strahlen, von deren Rückstreuung usw. ganz absieht. 
Nach v. Laue (Röntgenstrahlinterferenzen) liefert diese Theorie für Röntgenstrahlen 
eine gute Näherung, solange die Kantenlänge der Kristalle kleiner als 10% bis 106 A ist. 
Für Elektronenstrahlen wird der Gültigkeitsbereich wegen ihrer wesentlich größeren 
Schwächung erheblich enger; die Grenze dürfte hier bei etwa 10! bis 10% A liegen. Für 
polykristalline Medien und Flüssigkeiten stellt daher die geometrische Theorie noch eine 
brauchbare Näherung dar. 
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Lagen der regellos orientierten Kristallite des polykristallinen Mediums, d.h. Il. 
über alle Richtungen des Vektors f— f’. Dabei gilt : 
|f—¥f | = 2ksind/2 = 2ahja. (9) Stre 

Mit (3), (4), (5) und (6) kommt man aus (1) zur Formel an 

mit 
fiir 

den 
fiir den Absolutwert des Widerstandes. Seine genaue rechnerische Ermittlung gew 
scheitert an der ungenügenden Kenntnis der beiden Größen z und x, von denen die Ku 
erste als Quadrat, die zweite in vierter Potenz in die obige Formel als Faktor des gef: 
Integrals eingeht, welch letzteres allerdings nur schwach von x abhängt. In dieser Die 
Situation bleibt daher vorerst nichts anderes übrig, als umgekehrt aus den gemesse- kor 
nen o-Werten unter vernünftigen Annahmen für z, etwa z ~ 1, rückwärts x zu gel 

bestimmen und nachzusehen, ob man so zu annehmbaren Zahlenwerten kommt. 

Von dieser Unbestimmtheit wird man weitgehend frei, wenn man das Wider- kei 
standsverhältnis on/op bildet. Da sich die Faktoren vor dem Integral in (10) ee 
beim Schmelzen nur wenig ändern werden — beispielsweise ändert sich die Ionen- ws 
dichte N durch die Volumvergrößerung nur um wenige Prozent — kann man sie er 
bei der Quotientenbildung in erster Näherung gegeneinander wegkürzen und kommt für 
so zur Beziehung 

((2rxAh)? + 1}? 
[(2 + 1}* 
Jt 

Zwar hängen die Integrale noch von dem nicht genau bekannten x ab, jedoch ist di: 
diese Abhängigkeit, wie erwähnt, nur relativ gering. Auch ist der Einfluß des are 
Atomformfaktors®), falls dieser etwa durch (6) nicht zutreffend beschrieben wird, nat 
auf das Widerstandsverhältnis wesentlich geringer als auf dem Absolutwert des Me 
Widerstandes. St, 

Nach (11) hängt die Anderung des Widerstandes am Schmelzpunkt im wesent- wh 
lichen nur von dem Unterschied zwischen gy und gy ab. Nun ist diese Wider- hei 
standsänderung erfahrungsgemäß trotz der beim Schmelzen zu erwartenden durch- üb 
greifenden strukturellen Umwandlung relativ geringfügig (m Faktor 2). Daher u 
liegt die Vermutung nahe, daß in dem h-Bereich, der entscheidend zu o beiträgt, In 


gr und gy nicht allzusehr voneinander abweichen. Dies ist, wie ein Vergleich der 
Gingrichschen Kurven an flüssigen Metallen mit entsprechenden, etwa aus Al 
Debye-Scherrer-Aufnahmen an kristallinen Metallen‘ gewonnenen - zeigt, 
tatsächlich für nicht zu große Streuwinkel der Fall. Auch bei den flüssigen Metallen 
sind dieersten Beugungsmaxima mit relativ großer Schärfe ausgebildet, während At 
sich die Interferenzmaxima höherer Ordnung immer mehr verwischen. Im be- 35 
sonderen liegt das erste Beugungsmaximum für beide Aggregatzustände bei genau 


33 
dem gleichen hz-Wert, jedoch bereits außerhalb des Integrationsbereiches in (10) de 
und (11). 0: 
1, 


6) Als Atomformfaktor möge hier das Verhältnis Q(#)/Q(0) bezeichnet werden. ge 


1. h, 


(9) 
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II. Widerstand geschmolzener Metalle. Bestimmung der Abschirmkonstante 


In der erwähnten Arbeit von Gingrich ist die Intensität der kohärenten 
Streustrahlung und der zugehörige Atomformfaktor für eine Reihe geschmolzener 
Metalle als Funktion von sin (#/2)/A angegeben. Durch Division findet man un- 
mittelbar g. In der im Anhang gezeigten Abb. 5 sind die so ermittelten g-Werte 
für Li, Na und K als Funktionen der Größe h = 2 a sin (9/2)/A dargestellt. Dabei 
wurden die jeweiligen Werte der Gitterkonstanten a für die unmittelbar oberhalb 
des Schmelzpunktes liegenden Meßtemperaturen aus ihren Werten bei 20°C, 
den linearen Ausdehnungskoeffizienten und den Volumänderungen beim Schmelzen 
gewonnen?). Das erste Maximum liegt hier wie bei allen anderen vermessenen g- 
Kurven genau an der durch die Braggsche Reflexionsbedingung bei einem Kristall 
geforderten Stelle: hy = 1,414 für kub. rz. Gitter, hz = 1,732 für kub. flz. Gitter. 
Die Übereinstimmung ist innerhalb der sehr begrenzten Meßgenauigkeit voll- 
kommen; so wurde z.B. bei Kalium für das erste Maximum der Werth, = 1,41 +0,01 
gemessen. 


Die Beibehaltung einer „Gitterkonstanten‘‘ a auch für metallische Flüssig- 
keiten ist zunächst rein formaler Natur mit dem Zweck, die Rechnungen für den 
festen und flüssigen Zustand möglichst weitgehend einander anzugleichen. Im 
besonderen werden dann die Integrationsgrenzen in der Widerstandsformel (I, 11) 
für beide Aggregatzustände gleich. 


Daß jedoch die Maxima bei flüssigen Metallen im A-Maßstab genau an die 
gleichen Stellen wie beim Kristall fallen, deutet darauf hin, daß a auch hier noch 
eine wirkliche physikalische Bedeutung besitzt. Die Flüssigkeit scheint in kleinen 
Bereichen noch ähnlich gebaut zu sein, wie das Metall in festem Zustand, wobei 
das oben berechnete a die Gitterkonstante dieser Mikrobereiche darstellt. 


Für die Auswertung des in der Widerstandsformel (I, 10) auftretenden Integrals 


- J muß man gy für das gesamte Intervall 0 <A <2a/A kennen. Wie die in Abb. 5 


dargestellten Meßresultate zeigen, wächst gr gegen das knapp über der oberen Inte- 
grationsgrenze liegende erste Braggsche Maximum bei hp hin stark an. In der 
ersten Hälfte des Integrationsbereiches liegen zwar bei flüssigen Metallen keine 
Meßwerte von gy, vor. Doch lassen Messungen an flüssigem Argon bei kleinen 
Streuwinkeln vermuten, daß gr auch bei flüssigen Metallen gegen h = 0 hin 
wieder stark ansteigt und dort wohl noch ein wesentlich höheres Maximum als 
bei A, besitzt. In diesem Bereich muß man also theoretisch gewonnene Aussagen 
über den Verlauf von gry heranziehen (vgl. hierzu Abschn. IV u. V). Immerhin 
zeigt sich dabei, daß der Beitrag dieses Maximums (wegen des Faktors h* im 
Integranden von (I, 10)) erheblich kleiner ist als der vom oberen Intervallende her- 
rührende Beitrag, so daß man für eine erste Abschätzung die gn-Kurven der 
Abb. 5 einfach gegen 0 hin linear extrapolieren kann. 


Für den im /-Integral einzusetzenden x-Wert kann man zunächst auf eine 
Angabe von H. Hellmann zurückgreifen, nach welcher dieser im Potentialansatz 

?) Beispielsweise ist für Kalium a,.. = 5,34 A. Bis zum Schmelzpunkt 7, = 
336,5° K ändert sich dieser Wert um $(7,— Too c) © 0,020A, wenn man mit dem Aus- 
dehnungskoeffizienten ß = 8,4-10-5 grad”! rechnet. Beim Schmelzen wird « um 
oAV,/3 A = 0,042 A größer, wenn man für die Volumänderung AV, beim Schmelzen 
1,072 cm? Mol, für die Dichte o ihren Wert 0,862 g/cm? bei 20° C und für das Atom- 
gewicht A den Wert 39,1 g/Mol einsetzt. Man kommt so zu a = 5,40 A. 
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(I, 7) eingehende Parameter für Kalium 0,11 betragen und sich für die übrigen 
Alkalien um weniger als 15% davon unterscheiden soll. Führt man mit diesem 
x-Wert unter der Annahme np = N = 2/a® die Integration in der Widerstands- 
formel numerisch durch, so kommt man für Li zu op = 3,54 - 10-17 cgs-Einheiten, 
für K zu on = 14,0 - 10-17 cgs-Einheiten. Die entsprechenden experimentellen 
on-Werte für Li bei 200° C und für K“bei 70° C, für welche Temperaturen die 
Gingrichschen Kurven gelten, betragen 3,40 bzw. 1,47 - 10-1? cgs-Einheiten®). 


Der Vergleich ergibt für Li eine gute Übereinstimmung, dür K dagegen’ einen 
um eine Zehnerpotenz zu großen Wert. Doch läßt sich durch relativ geringfügige 
Verkleinerung von x auch hier Übereinstimmung erzielen, da o nahezu mit der 
4. Potenz von x geht). 


Es zeigt sich also — und darin liegt der Wert dieser kurzen Rechnung —, daß 
man mit den aus Röntgenuntersuchungen bestimmten Strukturfaktoren nach 
(I, 10) den Widerstand flüssiger Metalle offenbar mindestens in der richtigen Größen- 
ordnung, wenn nicht sogar genauer, erhalten kann. 


Um nun zu einer den Bedürfnissen der Arbeit angepaßten einigermaßen ver- 
läßlichen Aussage über x zu gelangen, wird. x unter Benutzung späterer Resultate 
so bestimmt, daß man mit z = 1 zum richtigen Absolutwert des Widerstandes 
kommt. Die Rechnung liefert die stark abgerundeten Werte x = 0,10 (Li); 0,06 (Na); 
0,05 (K). Hierbei größere Genauigkeit anzustreben, ist nach Lage der Dinge 
(z.B. z= 1?) nicht sinnvoll. 


Daß diese rohen Zahlen dennoch einiges Zutrauen verdienen, findet eine höchst 
erwünschte Bestätigung beim Vergleich der damit berechneten Atomformfaktoren 
— d. i. gemäß Anm. 6 v. 8.52 der die Abhängigkeit vom Streuwinkel 9 ent- 
haltende Faktor des Wirkungsquerschnitts @ — mit denen, die Gingrich in seiner 
Arbeit selbst angegeben hat. Die individuellen Verschiedenheiten der Atomform- 
faktoren der einzelnen Metalle, insbesondere die verschiedene Schnelligkeit des 
Absinkens mit wachsendem #, werden in beiden Fällen übereinstimmend wieder- 
gegeben!) (s. Abb. 6). 


Man könnte einwenden, bei Gingrich handele es sich aber um Atomform- 
faktoren für Röntgenstrahlen. Diese seien mithin andere als die für Elektronen- 
strahlen gültigen. Im allgemeinen Falle trifft dies auch zu. Sofern aber die La- 
dungsdichte des Streuatoms durch die zum Abschirmpotential (I, 7) gehörige 


dem Temperaturkoeffizienten des Widerstandes x, bei 0° C und dem Widerstandsver- 
hältnis o,,/o, am Schmelzpunkt (1,8 für Li; 1,5 für K). Die in Landolt-Börnsteins 
Tabellen angegebenen Werte für 0/0, streuen sehr stark. Aus diesem Grunde, und da 
nicht genau bekannt ist, ob o sich durch das lineare Gesetz bis zum Schmelzpunkt mit dem 
oben angeführten «, gut genug darstellen läßt, sind die Vergleichswerte o,, nicht sehr 
genau. Für Li gilt jedoch 9,,/0)., = 3,55 nach Bernini, Physik. Z. 6 (1905) in Über- 
einstimmung mit den hier verwendeten Daten. 

9) o hängt gemäß (I, 10) von x abin der Form 9 ~ x*: I (x). Jedoch ist, wie bereits 
erwähnt, bei den hier in Betracht kommenden kleinen x-Werten die Abhängigkeit des 
Integrals J von x recht schwach. 

10) Das ist keineswegs selbstverständlich; denn der von x abhängige Verlauf des 
Atomformfaktors beeinflußt lediglich den Wert.des I-Integrals. Bei der Bestimmung 
von x fällt jedoch nicht dieses, sondern, wie erwähnt, die x*-Abhängigkeit des Wider- 
standes o maßgeblich ins Gewicht. 
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Dichteverteilung ausreichend gut beschrieben wird, läßt sich zeigen, daß die Ab- 
hängigkeit der Atomformfaktoren vom Streuwinkel in beiden Fällen dieselbe ist, 
und zwar von der Form 1/[(22 xh)? + 1]? #). 


IH. Strukturfaktor eines kubischen Kristallites 
Während die Bestimmung von gy vorerst auf empirischem Wege erfolgen 
mußte, soll gr für den kristallinen Zustand nunmehr aus der Formel (I, 8) berech- 
net werden. Hierbei kommt es auf die Auswertung der Summe für die Struktur- 
amplitude G an, die für einen kleinen Einkristall ohne Gitterbaufehler durchgeführt 
werden soll, dessen Größe den in (I) erwähnten Einschränkungen unterliegen 
möge. Das Gitter wird als einem der kubischen Systeme J, J oder I’. ange- 
hörig vorausgesetzt, der Kristall selbst als würfelförmig angenommen. Von der 
letzten, die Rechnung wesentlich vereinfachenden Voraussetzung kann man sich 
nachträglich leicht befreien. Die Würfelkante bestehe aus M-Zellen mit je j Ionen 
der Kristall als Ganzes enthalte N, Ionen; somit gilt 

1 T. d.h. kub. prim. ) 
N,=j-M® mit j= {2 für 7% d.h. kub. rm. (1) 

- 
Würde der betrachtete Kristallit sehr groß und ohne jede thermische Bewegung 
sein, würden also alle Ionen in ihren Ruhelagen festliegen (rt, = R,), so würde 
man beim System scharfe Braggsche Reflexionen dann erhalten, wenn der 

/ektor 


(2) 


dessen Betrag nach (I, 9) mit der durch (I, 3) definierten Größe h übereinstimmt, 
ganzzahlige Komponenten A, (mit 1 = 1, 2, 3) auf die kristallographischen Achsen 
besitzt. Bei den Systemen J” und I’ wird ein Teil dieser Maxima durch Inter- 
ferenz der von den einzelnen Atomen einer Elementarzelle herriihrenden abge- 
beugten Wellen ausgelöscht. Beim rz. kubischen Gitter /% treten daher nur die 
Braggschen Reflexionen auf, bei denen die Summe aller h;-Komponenten gerad- 
zahlig ist, beim flz. kubischen Gitter nur diejenigen, bei denen entweder alle drei 
Komponenten geradzahlig oder alle drei ungeradzahlig sind. 

Bei kleinen Kristalliten und bei Berücksichtigung der thermischen Bewegung 
der einzelnen Gitterionen, ausgedrückt etwa durch tr, ()=R, + 3, (t), werden 
die Braggschen Reflexionen unscharf und in ihrer Schärfe temperaturabhingig. 
Außerdem tritt noch ein durch die Gitterschwingungen bedingter kontinuierlicher 
Streuuntergrund auf. Diese Modifikationen des Beugungsbildes sollen im einzelnen 
diskutiert und rechnerisch behandelt werden. 


A. Thermische Bewegung und Gitterwellen 

Als Erstes ist notwendig, die thermische Verrückung 3, (f) in geeigneter Weise 
zu erfassen. Bekanntlich genügt es hier nicht, die Atome als lineare harmonische, 
11) Gingrich entnimmt seine Atomformfaktoren aus A. W. Compton and S. K. 
Allison, X-Rays in Theory and Exp., New York 1935. Diese A.f. lassen sich, wie alle 
monoton vom Werte 1 bei A = 0 mit wachsendem h absinkenden Funktionen mehr oder 
minder gut annähern durch den A.f. (1/[(2”xh)? + 1]? der zum Abschirmpotential 
gehörigen Ladungsdichte mit geeignetem x. Es zeigt sich nun eben, daß die nach völlig 
anderen Gesichtspunkten bestimmten x-Werte der obigen drei Metalle auch in diesem 
Sinne „geeignet“ sind. 
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voneinander unabhängige Osziallatoren der Frequenz w zu betrachten. Vielmehr 
hat man das Gitter in seiner Gesamtheit als System gekoppelter Oszillatoren 
zu behandeln und seine Eigenschwingungen zu untersuchen. Jeder Schwingungs- 
zustand des Gitters — auch der thermisch hervorgerufene — läßt sich darstellen 
als Überlagerung aller möglichen, mit den etwaigen Randbedingungen verträglichen 
Gitterwellen. Im Grenzfall unendlich langer Wellen handelt es sich dabei um 


die gewöhnlichen Schallwellen der Elastomechanik. Eine ausführliche Diskussion _ 


der allgemeinen Schwingungen des kubischen Raumgitters wird in einer zweiten 
Mitteilung gegeben werden. 
Die thermische Verrückung 3,(t) läßt sich danach darstellen als 


8, (t) = Sa becos (qR,, — wt—p). ; (3) 


Dabei wird jede einzelne Gitterwelle charakterisiert durch ihren Ausbreitungs- 
vektor q, ihre Amplitude b, ihre Polarisation, dargestellt durch den Einheits- 
vektor e, ihre Schwingungsfrequenz w und ihre Phase 9. Zu summieren ist über 
alle Schwingungen des Gitters, d. h. über alle möglichen q-Werte und über die 
drei zu jedem q gehörigen, audeinander senkrecht stehenden Polarisationsrich- 
tungen mit den Frequenzen @, @3. Die q-Komponenten g, mit = 
1, 2, 3 sollen in üblicher Weise (,,zyklische Randbedingungen‘) in der Form _ 


(4) 


mit ganzzahligem m, angesetzt werden, wobei die m, beim Gitter J’, auf dep 
Bereich 


M M 


beschränkt sind. In diesem Falle gibt es somit 3 M® Eigenschwingungen. Ent- 
sprechende Bereichabgrenzungen lassen sich auch für die Gitter 7% und /% 
angeben; stets gibt es genau 35 M? = 3 N, Eigenschwingungen, entsprechend den 
3 N, Freiheitsgraden des betrachteten Kristallits. 

Während die q-, e- und w-Werte der einzelnen Wellen festliegen, erfahren die 
Amplituden 6 und Phasen @ infolge des Wärmeaustausches fortlaufend Verän- 
derungen. Dabei ist es naheliegend, die Phasen der Wellen als voneinander unab- 
hängig anzunehmen. Da ferner das thermodynamische Gleichgewicht durch 
schwache angelegte Feldstärken nur unwesentlich gestört wird, kann man das 


über die Zeit gemittelte Amplitudenquadrat 5? “auf dem Wege über die mittlere 
Energie einer Gitterschwingung berechnen, für die einerseits nach der Statistik, 
andererseits nach der Mechanik die Beziehung 


2 eh _ 4 2 


gilt. Dabei bedeutet m die Masse eines einzelnen Gitterions. Fiir hohe Tem- 
peraturen (d.h. k 7’> iw, bzw. T groß gegen die charakteristische Temperatur 
©) erhält man daraus durch Reihenentwicklung der rechten Seite 
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oder, da für die hier untersuchten Metalle die Vernachlässigung aller übrigen 
Reihenglieder gegen 1 statthaft ist, 


(7a) 


Höchstens für Li mit 7’ = 473° K, © = 430° K wire allenfalls noch das erste 
Korrekturglied mitzunehmen. 


B. Abschätzung von 7,9% 

Bei der Berechnung der Summe @ nach (I, 8) kommt es wesentlich auf 
die Größe (f— fF, 3,)? * (22 (6 3,)la)® an. Diese ist offenbar für alle n gleich 
und hängt bei kubischen Kristallen wegen der Gleichberechtigung der drei Achsen- 
richtungen auch nicht vom der Richtung von h ab, so daß sie auch gleich 


a? gesetzt werden kann. Nun = (3) 


| 


Hier läßt sich die q-Summe vermittels (4) in ein dreifaches Integral verwandeln: 


ER >3(5, 


Sieht man nun zu seiner Abschätzung von der Dispersion der Gitterwellen ab 
(s. Abschn. VI), ersetzt also die g,-Integrale durch ein w-Integral von der Form 


@g . 
Xa--->3y f 4nw?do..., 
0 
wobei der endlichen Zahl der Gitterwellen durch Abbrechen des Frequenzspek- 


trums bei der charakteristischen Frequenz w, Rechnung getragen wird (Inte- 
gration anstatt über das Grundgebiet im q-Raum über die gleich große Kugel, so 


muß y-427 =3N,, d.h.y=3N,/4rw, sein. Also wird 
und damit 
a h\? T 


Also wird diese Größe für ir Wert entsprechend der ersten Braggschen Re- 
flexion (h = hz = y2 für 7% und V3 für I’) gleich 0,328 für Li, 0,308 für Na, 
0,212 fiir K und 0,231 fiir Al, hr kleiner als 1, so daß man bei einer Reihen- 
enbwicklung von ei(t-F,&%") eine gute erwarten wiirde. Doch ist 
dieser Schluß insofern problematisch, als man bei den oben eingeführten Verein- 
fachungen zu keinen sicheren Aussagen über den Wert von (9) in der Nähe des 
Schmelzpunktes Ann kann'®). In der Tat führt eine genaue Berechnung der 


Größe (f— Ff, 3, 3° unter Verwendung der Gedankengänge der zitierten 2. Mit- 


teilung zu den wesentlich größeren Werten 0,888 bei Li, 0,820 bei Na, 0,877 bei K 
und 0,518 bei Al, die mit einer Genauigkeit von etwa 10% gelten dürften. 


12) Im besonderen stören hier das durch Einführung von © nur für tiefe Tempera- 
turen gut approximierte Frequenzspektrum sowie die Vernachlässigung der Dispersion 
der Gitterwellen und der Temperaturveränderlichkeit der elastischen Konstanten. 
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€. Der Strukturfaktor bei Berücksichtigung der thermischen Störung 
Es soll nun der durch (I, 8) definierte Strukturfaktor 


(10) 


berechnet werden, wobei $, — $,, wegen: (3) gegeben wird durch 


3, = —2 Zabesin(q, sin (q, wt —g) (10a) 


2 


und auBerdem iiber die Summe (10) zeitlich zu mitteln ist. Eine Reihenentwick- 
lung des zweiten Exponentialgliedes in (10) erscheint wegen der schlechten, damit 
verbundenen Konvergenz — vgl. das am Schluß von B Gesagte — nicht zweck- 
mäßig. Besser ist hier eine von v. Laue?) angegebene Umformung, bei welcher 
zunächst die q-Summe als Produkt geschrieben wird: 


2ni 4ni Rn- Rm Rn+ Rm 
( 2 ) ( 2 ) 
k “kn m q 


(11) 
Da hier die Zeit in allen Faktoren des q-Produktes vorkommt, ersetzt man mit 
Vorteil — und auch in Übereinstimmung mit der Bedeutung einer solchen Mit- 
teilung — das Zeitmittel durch ein solches über die Phasen. Dann erhält man auf 
Grund der Besselfunktionsbeziehung 


22 22 

1 1 

e-izsinp dp — cr ei 20089 dp = I,(x) (12) 
aus (11) die noch streng gültige Formel 


in der die Zeit explizit nicht mehr vorkommt. 
Zur weiteren Auswertung dieser Formel wird von der Tatsache Gebrauch ge- 
macht, daß die Argumente der Besselfunktionen wegen (7a) sehr klein sind und 


dabei im besonderen das VN, im Nenner enthalten. Daher kann man hier fiir 
die Besselfunktionen die Entwicklung 


(14) 


anwenden und nach dem ersten Gliede abbrechen; denn durch Einsetzen von (14) 
in (13) kommt man zu q-Summen im Exponenten, von denen nur das erste Glied 
einen mit 1 vergleichbaren Wert hat (N,-Glieder vom Betrage —1/N,), während 
die übrigen Glieder mindestens wie 1/N,, abfallen. Man erhält so für den Struktur- 
faktor nach (13) 


22b\2 Rn- Rm 
Nr N; n m 
Dies läßt sich mit der Abkürzung 
2 
& = (be) (16) 


a? 


13) M. v. Laue, Röntgenstrahlinterferenzen. 
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wobei 
2 2 
Ee ( = = n%) (16a) 
gilt, überführen in 


Hier kann man schlieBlich die e-Potenz mit der letzten Summe im Exponenten 
entwickeln und die Summation nach n und m elementar ausführen. Setzt man 
zur Abkürzung 


2ni \2 
_ Sin? Mh, - sin? M h, - sin? x Mh, 
dh) = - sin? ch, - - sin® 1h, 
wobei der Zellenfaktor |F|? die Werte 
F?=1 beim kub. prim. Gitter 
|F |? = 4 cos? = (hy + he + hy) beim kub. rz. Gitter 19) 
= 4[1+ coszh, cosh, + cos7h, cosh, + cosh, coszh | beim kub. flz. 
Gitter 
besitzt, so kommt man zum Ergebnis 
a 
+ Sen (6-35 Beas) + (20) 


Hier ist bei den q-Summen das Glied mit q = 0 auszuschließen. Ferner konnten 
wegen & = &~q die Glieder von ö(h—agq/2r) und ö(h-+a q/2z) zusammengefaßt 
werden; und entsprechendes gilt von den Gliedern höherer Ordnung, d.h. mit 
mehreren q. 

Das Resultat (20) gestattet eine sehr einfache Interpretation. Der Faktor e” 
entspricht dem in der Theorie der Raumgitter-Interferenzen wohlbekannten 
Debeyeschen Wärmefaktor und ergibt sich numerisch aus dem vorstehenden 
Abschnitt B. Das Glied 6 (h) rührt her von den Braggschen Reflexionen am Gitter 
ohne Berücksichtigung von dessen Temperaturbewegung und zeigt am unmittel- 
barsten den Einfluß der Gitterstruktur. Doch kommt dieser auch in den übrigen 
Glieder deutlich zur Auswirkung; denn nach (18) hat die 6-Funktion für nicht zu 
kleine M-Werte sehr scharfe Maxima an den Stellen des h-Raumes, für die das 
jeweilige Argument gleich einem Vektor $ ist, dessen Komponenten ganzzahlig 
sind und überdies — bei den Gittern /% und J%%’ — den auf $.55 genannten Re- 
flexionsbedingungen genügen. Daher tragen zu den Summen in (20) wesentlich 
nur solche Wellen bei, für deren Ausbreitungsvektoren die Beziehungen 


(21) 
oder allgemeiner 
a n 
q; = 9 (21a) 


14) Zahlenangaben fiir 7 siehe Schluß von B. 
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erfüllt sind. (21) kann als Impulsbilanz beim Zusammenwirken eines Elektrons 
mit einem Schallquant gedeutet werden, (21a) desgleichen beim „Stoß“ eines 
Elektrons mit n Schallquanten. Für den „normalen“ Fall § = 0 ist dies unmittelbar 


evident; für $ + 0 treten lediglich zur Streuung n-ter Ordnung noch Braggsche : 


Reflexionen hinzu; die Prozesse sind von der Art der Peierlsschen Umklapp- 
Prozesse. 

Wegen der durch (4) und (5) festgelegten Größe des Grundgebietes für die 
q-Vektoren gibt es bei beliebig vorgegebenem h in jeder Ordnung nur eine endliche 
Zahl von nach (21) bzw. (21a) möglichen $-Vektoren (d. h. 6-Funktionsmaxima), 


und zwar einen für Prozesse 1. Ordnung, vier für Prozesse 2. Ordnung (beim Gitter 


I?) usw. Für die Prozesse 1. Ordnung ist somit die Zuordnung der q-Werte zu 
einem vorgegebenen ff eindeutig, bei den höheren Prozessen mehrdeutig. 


IV. Strukturfaktor eines polykristallinen Mediums. Vergleich der Struktur- 
faktoren fest/flüssig 


Die durch (III, 20) gegebene Größe |@|?/N, stellt den Strukturfaktor eines 
Kristallites von N, Atomen dar, dessen Lage zur Strahlrichtung f und damit auch 
zu h = a (f—f’)/2 a fest vorgegeben ist. |@|?/N, hängt in diesem Fall nicht nur 
vom Streuwinkel 9, sondern auch vom Azimut in komplizierter Weise ab. 

Ist der betrachtete Kristallit jedoch nach Zufall gegen die Richtung von f 
orientiert, so erhält man den Strukturfaktor für einen bestimmten Ablenkungs- 
winkel # durch Bildung des Mittelwertes über alle Richtungen von h; dabei. ver- 
schwindet die Abhängigkeit vom Azimut naturgemäß. 

IE |b] = const. 
g (h) (1) 
Die Metalle dürfen i. a. als polykristalline Medien angesehen werden, aufgebaut 
aus einer großen Zahl regellos zueinanderorientierter Kristallite der hier betrach- 
_ teten Bauart. Zwar hängt bekanntlich das Gefüge einer metallischen -Probe stark 
von der Vorbehandlung ab, welche z. B. die Korngröße zu beeinflussen und Vor- 
zugslagen der Kristallite hervorzurufen vermag. Doch soll im folgenden von allen 
diesen Sondererscheinungen abgesehen und ausdrücklich das Nichtvorhandensein 
ausgezeichneter Richtungen vorausgesetzt werden. 
Da sich die Streuintensitäten der Einzelkristallite eines solchen polykrist. 


Mediums additiv verhalten, stellt die nach (1) gewonnene Größe g (h) bereits un- | 


mittelbar den Strukturfaktor dieses Mediums dar. Dieser spaltet gemäß (TII, 20) 
auf in 


9=€ "(Gn + Go, + Jw, + ++") (2) 
Iw 
|b| = const. 
1 = const. 1 2 
mit 9n = 0b) $e, = -5°) (3) 
—— |h| = const. 
a(q+q’) 


Der Rechnung liegt bislang die Annahme zugrunde, daB alle Einzelkristallite von 
gleicher Größe sind. g,, hängt jedoch für M> 1 von der Zahl N, der Atome des 
Einzelkristallites nicht ab, so daß diese Voraussetzung dort gar nicht eingeht. 
Auch für gz kann man sich von dieser Einschränkung freimachen. 
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Um nun den Gedankengang bei den 
folgenden z. T. recht diffizilen Betrach- 
tungen möglichst klar hervortreten zu 
lassen, sei hier unter Vorwegnahme 
späterer Resultate auf eine zunächst 
überraschende, für das Folgende aber 
sehr wichtige Eigenschaft des aus (2) 
zu errechnenden Strukturfaktors gy 
für polykristalline Metalle hingewiesen: 
Dieser Faktor, der außer von der Tem- 
peratur und den elastischen Konstanten 
des betreffenden Metalls noch vonh und 
M abhängt, besitzt, wie bereits in den 
ersten beiden Abschnitten angedeutet 
wurde, ein ähnliches Verhalten wie gp, 
mit Maxima an genau denselben Stellen 
hz. Mit abnehmendem M nimmt auch 
die Höhe und Schärfe dieser Maxima 


. ab, und zwar derart, daß die gy- und 


gn-Kurven einander immer ähnlicher 
werden. Bei hinreichend kleinem M (<4) 
ist diese Ähnlichkeit so groß, daß man 
zu folgender, auch den weiteren Unter- 
suchungen zugrunde gelegten Vor- 
stellung gedrängt wird: 


Die flüssigen Metalle besitzen 
in der Nähe des Schmelzpunktes 
noch einen bestimmten Nahord- 
nungszustand und können in die- 
sem Sinne gleichsam als ein fein 
verteiltes mikrokristallines Ge- 
menge betrachtet werden. Die 
Unterschiede in den Struktur- 
faktoren der festen und flüssigen 
Metalle sind in erster Linie durch 
die Unterschiedein der Größe der 
Bezirke mit kristallischer Ord- 
nüng bedingt. 

Die konsequente Verfolgung dieses 
Gedankens führt innerhalb der Meß- 
genauigkeit zu keinem Widerspruch. 

Andererseits ermöglicht sie eine 
begründete Extrapolation der gemes- 
senen gn-Kurven in das Gebiet bei 
kleinen h-Werten. Im besonderen ver- 
langt sie ein starkes Maximum bei 


4 
Maßstabsverhältnis 
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Die Daten sind die für 
Kalium giltigen 
pri M=4 = 0.0630 
200+ 
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Abb. 1*). Für flüssiges Kalium dicht ober- 
halb seines Schmelzpunktes sind g, bzw. 
9. als Funktionen von h= 2 a sin (8/2)/A 
dargestellt. Vom Parameter M ist g,, für 
h Sh, nahezu unabhängig. In der oberen 
Figur ist der Maßstab im linken Teil 
zwanzigmal größer als im rechten 


*) Die Übereinstimmung mit dem Strukturfaktor für K (s. Abb. 5) ist ganz aus- 
gezeichnet. Doch: ist beim Vergleich g, + g, noch mit e~” zu multiplizieren! 
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h = 0. Es sei übrigens bereits hier erwähnt, daß sich z. B. für das Widerstands- 
verhältnis on/op bei Li und K zu kleine Werte ergeben würden, wenn man dieses 
Maximum unberücksichtigt ließe. 

Nach der oben formulierten Vorstellung hat man somit bei festen und bei 
flüssigen Metallen mit der gleichen Formel 


g=e"(g5 + Iw) (4) 
zu rechnen. Der Unterschied liegt nur in den véllig verschiedenen Werten des 
Parameters M, und zwar hat man für das feste Metall mit M > 10%, fiir das flüssige 
Metall mit M-Werten etwa zwischen 3 und 4 zu rechnen. Dadurch ergeben sich 
mehrere bedeutsame Unterschiede (vgl. hierzu Abb. 1, welche den Verlauf von 
Jz und g,, für flüssiges Kalium (mit M = 4) zeigt, wobei zu beachten ist, daß der 
Maßstab der oberen Abbildung im linken Teil zwanzigmal größer ist als im rechten.) 


1. Verhalten vong bei kleinen h (d.h. für Streuwinkel < 45°): Vorwarts- 
streuung 


a) Hier spielt der thermische Faktor g,, weder beim festen noch beim flüssigen 
Zustand gegenüber dem Braggschen Faktor gz eine Rolle. 


b) In beiden Fällen besitzt gp bei A = 0 ein ausgeprägtes Maximum. Beim - 


festen Metall liefert dieses trotz seines weit größeren absoluten Wertes infolge der 
sehr kleinen Halbwertsbreite keinen nennenswerten Beitrag zum Widerstand, 


wie in Abschnitt V gezeigt wird. Anders dagegen bei Flüssigkeiten, wo infolge . 


der Breite dieses Maximums die Streuung um kleine Winkel einiges dazu bei- 
trägt, daß beim Schmelzen überhaupt eine Widerstandsänderung größeren Aus- 
maßes eintritt. 


2. Verhalten von g bei großem h (d.h. großen Streuwinkeln): 
Rückwärtsstreuung 


a) Hier ist g, bis auf einen relativ schmalen Bereich (jh — hy| ~ 1/M) in der 
Nähe der oberen Integrationsgrenze annähernd unabhängig von Mund daher 
für feste und flüssige Metalle praktisch gleich. 

b) Der Braggsche Faktor gp trägt nur bei flüssigen Metallen infolge der für 
kleine M relativ großen Halbwertsbreite (|h — hz| ~ 1/2 M) etwas zu I und damit 
zu og bei. Für den Widerstand or des festen Zustandes ist, wie in Abschnitt V 
gezeigt wird, gp nicht von Bedeutung. 

Im folgenden wird der genaue Verlauf von g nur für feste Metalle berechnet, 
während bei Flüssigkeiten die theoretischen Überlegungen nur zur Extrapolation 
der Meßkurven gegen kleine h-Werte herangezogen werden. Doch sei an dieser 
Stelle nochmals ausdrücklich betont, daß sich bei Durchführung dieser Rechnung 
für flüssige Metalle im ganzen h-Bereich jedenfalls in erster Näherung quantitative 
Übereinstimmung mit den Meßkurven ergibt (s. dazu Abb. 5). 

Ferner zeigen die Zahlenbeispiele von Abschnitt VII, daß der metallische 
Widerstand nicht nur für den festen, sondern auch für den flüssigen Zustand zum 
erößeren Teil auf die Streuung um große Winkel, d.h. auf 9-Werte in der Nähe 
von ? ~ zz, zurückzuführen ist. 

Abschließend sei noch bemerkt, daß die Behandlung einer metallischen Schmelze 
im Hinblick auf die Interferenzen als polykristallines Medium selbstverständlich 
eine sehr weitgehende Idealisierung darstellt und etwas gewagt. erscheint. Die 
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Form der kleinen geordneten Bezirke, die Beschaffenheit etwaiger Grenzflächen 
oder -bereiche bleibt völlig außer Betracht. Doch werden durch diese grobe 
Näherung die wesentlichen Züge des Strukturfaktors offensichtlich weitgehend 
richtig wiedergegeben. Dies zu belegen, ist eines der Ziele der vorliegenden Unter- 
suchung. 

Im folgenden sollen nun die Faktoren gz und g,, genauer diskutiert werden, 
und zwar wird die Behandlung von gp vorangestellt, da sie leichter durchzuführen 
ist und unmittelbar über einige wesentliche Punkte Aufschluß gibt. 


V. Braggscher Faktor 


Die durch (III, 18) und (III, 19) definierte Funktion 
sin? z M h, sinn Mh,- sinn Mh, 
6 (6) = FH? xk, (1) 
ist das Produkt von |F|? mit drei Funktionen gleicher Bauart, deren jede bei 
ganzzahligem A, = H, ausgesprochen scharfe Maxima besitzt. Je größer M ist, 
desto schärfer sind diese Maxima. Von diesen wird beim Gitter J?’ und J ein 
Teil durch den Zellenfaktor |F|? (s. III, 19) ausgelöscht. 

Die Aufgabe besteht nun darin, in (1) über alle Richtungen von h, d.h. über 
die volle Kugeloberfläche |h| = const., zu mitteln. Diese Mittelwertbildung stößt 
bei strenger Rechnung auf außerordentliche Schwierigkeiten, was in Anbetracht 
der komplizierten Bauart des Integranden verständlich ist’). Daher wird ein 
Näherungsverfahren eingeschlagen, das für den Grenzfall M — oo strenge Ergeb- 
nisse liefert und nach roher Schätzung herab bis M = 3 brauchbar ist. 

Für große M ist von vornherein klar, daß gp (h) nur dort von null wesentlich 
verschiedene Werte annimmt, wo |h] so gewählt ist, daß die zugehörige Kugel- 
oberfläche im h-Raum ausreichend nahe an einem der Braggschen Reflexions- 
punkte voriiberfiihrt. Auf Grund der Symmetrieverhältnisse ist dies, wenn über- 
haupt, dann auch gleichzeitig für eine größere Anzahl Z von Braggschen Punk- 
ten (Z = Flachenhiufigkeitszahl) erfüllt. Für das Braggsche Maximum mit dem 
kleinsten h, das hier fast ausschließlich interessiert, ist z. B. 


Z= für (rz.) | (2) 
8 Ti die.) 


Denkt man die zur Mittelwertbildung notwendigen Integrationen entsprechend 
dieser Symmetrie in Z-Teile zerlegt, so gibt jeder dieser Z-Teile zu gp den gleichen 
Beitrag. Es ist also nur die Berechnung eines solchen Anteils notwendig. Dazu 
wird gewählt ein Braggscher Punkt mit 
bi H, 2H, 2H; 20, (3) 

der zu einem von null verschiedenen Zellenfaktor fiihrt. Bei der Berechnung von 
gz sind nun zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem ob der Vektor hz mit dem 
Komponenten H, im Nullpunkt liegt oder nicht. Ist letzteres der Fall, so werden 
folgende Vernachläseigungen vorgenommen: 

1. In den Nennern von 6 (h) werden die sin mit den arc vertauscht. 

2. Die Integration wird anstatt auf der Kugeloberfläche auf deren Tangential- 
ebene durchgeführt und bis ins Unendliche erstreckt. 


15) Für die speziellen Verhältnisse M = 2 und M = 3 ist diese strenge Rechnung 
für das Gitter /%’ durchgeführt worden. 
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3. Für |F|? wird der konstante, zu hg = § gehörige Wert eingesetzt. 


Für gg(h) erhält man damit: 


Dabei bedeutet dF das Flächenelement im Raum des Vektors t= M (h — hz) 
mit den Komponenten x, y,z und f(x) ist eine Abkürzung für 


sin? 7 x 


f(z) = (a (4a) 


Die Integration läßt sich vermittels eines Dirichletschen Faktors durchführen. 
Das Resultat lautet: 


= M- (B,-F,(P) + + BF, (I). (5) 
Dabei bedeutet: 
22M (h—h,) A, 
r = | mit « STH (5a) 


Die B,, B,, B, sind Konstante, die sich aus den Indizes H,, H,, H, des betreffenden 
Braggschen Maximums berechnen lassen. Die einzigen, stark von h abhängigen 
Größen sind die Funktionen 

— sal 1—g 


Diese Funktionen sind fiir 0 
gleich 1 und nehmen im übrigen 
den in Abb. 2 gezeichneten 
Verlauf. 

(5) liefert gp ze in der 
Umgebung eines einer 
Gruppe 
gehörenden Ahz-Wertes. Ange- 
wendet wird dieser Ausdruck 
hier lediglich auf das dem 


Abb. 2. Die Funktionen F,, F, F, gemäß Ab- Ursprung zunächstliegende 
schnitt V, (5) Braggsche Maximum *). 


16) Für die entfernteren Maxima wächst der Einfluß der thermischen Glieder Ger 
rasch an. Diesesind umständlich zu berechnen, zudem ist die Konvergenzg, = Iw, + Iw, +. 


dort schlecht. Zur Berechnung von g im dortigen Bereich ist die Reihenentwicklung von 
Abschnitt III nicht angebracht. 
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Im besonderen gilt für dieses erste Maximum die folgende Zusammenstellung: 


H, | H,| AH, B, | B, B, | 1a | Z j 93") 


T,(kub.prim.)| 1 0 0 1 0 0 1 6 1 | M- nn. -F(T) 


r'(kub.rz.) | ı | 1 |o | 0 [272/38] o | |12 | 2 pany 


(kub.flz.)| 1 | 1 | 0 | | 8 | 4 


In der unmittelbaren Umgebung des Ursprungs muß gp nach einem anderen 
Verfahren ermittelt werden. Hier erscheint es zweckmäßig, die Funktion 


m 
sin? zz x/sin? (7 x/M) durch M?-e * zu ersetzen. Dann wird: 


x 
. (7) 


Die Übereinstimmung von g’ und gz ist für alle M > 3 erstaunlich gut! 8). 

Damit erhält man für den Verlauf von gz das Bild der Abb. 1. In dem betrach- 
teten Bereich besitzt gz zwei ausgeprägte Maxima, von denen das bei h = 0 ge- 
legene mit gz (0) = j M* = N, weit stärker ist als das im ersten Braggschen 
Maximum hz, welches wegen 

gn (bs) mit B= B,+ B, (8) 
B 
nur linear mit M ansteigt. Auffällig ist die Ähnlichkeit zwischen gg für hm hz 
und gn, die in Abb. 1 und 5 nur wegen der Maßstabsverhältnisse nicht so sehr 
deutlich in Erscheinung tritt. 

Mit Hilfe der gewonnenen Ausdrücke für gz (h) ist es nunmehr möglich, den 
Einfluß dieses Anteils des Strukturfaktors auf J und damit auf den Widerstand o 
abzuschätzen (I, 10). Das Maximum bei h = 0 gibt einen Beitrag, der etwa gleich 
ist 


17) Zur Kontrolle wird für den Fall eines kb. rz. Kristallites mit M = 3, N, = 54 
der sogefundene g,/N,-Wert im Beugungsmaximum (7’= 0, F,(0) = 1) verglichen mit 
dem entsprechenden Wert, auf den die in Anm. 1. 8.49 erwähnte strenge Rechnung 
führt. Das Näherungsverfahren ergibt den Wert V2/9 x = 0,0500, während man mit 
der strengen Rechnung auf den Wert 0,0495 kommt. Es ist erstaunlich, wie gut die Nä- 
herungsformel (5) selbst für einen so kleinen M-Wert stimmt. 

18) Zum Beweis ist in der folgenden Tabelle das aus (7) ermittelte g,/N, verglichen 
mit dem durch direkte Berechnung gewonnenen g,/N,, und zwar in Abhängigkeit von 
der Größe r= Mh. : 


r 0,20 | 0,40 | 0,60] 0,80| 1,00} 1,25 | 1,50 | 1,75 | 2,00 


0 
95/N.für M = 3 [1,000 |0,880 0,575 |0,286 |0,090 |0,010 | 0,00585 |0,0105 |0,0057 |0,0008 
für M— co 11,000 |0,872 0,582 0,277 |0,084 |0,011 | 0,0043 |0,0059 \0,0031 
95/N,für alle M {1,000 0,877 |0,590 |0,306 |0,121 |0,037 | 0,0059 [0,0006 


Ersichtlich hängt g,/N, für 0 < r < 1 überraschend wenig vom Parameter M ab. 
Aon, Physik. 6. Folge, Bd. 10 ‘ 5 
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Für das Gitter ergibt sich so: 
Ip = 5,75 -10-3/M. (9) 


Vergleicht man diesen Wert mit dem durch Integration von gj bestimmten Ip 
gemäß Abschn. VII, so erkennt man unmittelbar, daß bei festen Metallen, bei denen 
M eine große Zahl ist (M > 10°), Ip < In gelten muß. 

Eine ähnliche Untersuchung für das Maximum bei h, zeigt, daß auch dessen 
Beitrag zu I für feste Metalle mit J, nicht vergleichbar ist, da er ebenfalls den 
Faktor 1/M enthält. 


Der Braggsche Anteil gg eines Metalles im festen Zustand trägt 
somit zum Widerstand o praktisch nichts bei. Dies entspricht der 
Erfahrung, daß o von der’ KorngréBe keineswegs so stark abhängt, 
wie etwa Ip nach (9). 


Mit dieser Feststellung ist jedoch die Verwendungsmöglichkeit des vorstehend ° 


entwickelten Formalismus noch keineswegs erschöpft. Die Ähnlichkeit zwischen 
Jp und gy legt nämlich, wie bereits in Abschnitt IV auseinandergesetzt wurde, 
den Gedanken nahe, den ganzen Formalismus ohne Änderung auch auf geschmol- 
zene Metalle zu übertragen, obwohl bei seiner Herleitung ausdrücklich vom kri- 
stallinen Zustand ausgegangen wurde. Gerechtfertigt wird dieses Vorgehen durch 
die Tatsache, daß gq und gz nicht nur hinsichtlich der Lage ihrer Maxima, sondern 
auch hinsichtlich ihres Verlaufes in der Umgebung der Maxima weitgehend über- 
einstimmen. Es erscheint daher sinnvoll so vorzugehen, als ob auch bei metalli- 
schen Flüssigkeiten wenigstens in kleinen Bereichen eine dem Kristallzustand 
vergleichbare Ordnung besteht, so daß die Behandlung dieser Flüssigkeiten — 
im Hinblick auf die Interferenzerscheinungen — als polykristallines Medium nicht 
abwegig sein dürfte. Ein Maß für die mittlere Ausdehnung dieser Bereiche ist 
der Parameter M, der sich aus den experimentellen gy-Kurven bestimmen läßt, 
und für den man durchaus plausible Werte findet. M braucht dabei als Mittelwert 
natürlich keine ganze Zahl zu sein 2°). Um einen ersten groben Überblick zu erhalten, 
wird zunächst vom Einfluß der Temperaturbewegung in jeder Form abgesehen. 

Den Parameter M erhält man am einfachsten aus der Höhe des Maximums 
von gr, indem man (gr)max = 9a(hg) setzt und daraus M bestimmt); dabei 

gilt nach (8) 


Li | Na| K | Al 9p(hy) = 0,900 M für (10) 
ge(hs) | 1,74 | 1,83 | 2,21 | 1,80 Ip(hg) = 0,735 - M für I%. 
M 1,94 | 2,03 | 2,45 | 2,45 Man kommt so zu den Zahlenwerten der 


nebenstehenden Tabelie. 

Als Erstes sei festgestellt, daß die Zahl N, = j- M® der zu einem geordneten 
Bereich im Mittel gehörenden Atome annehmbar erscheint. Als Nächstes wird 
kontrolliert, inwieweit der durch (5) beschriebene gp(h)-Verlauf mit gp(k) über- 
einstimmt. Zu diesem Zweck wird der Abstand Ah der beiden h- Werte mit g(h) =1, 
der sich besonders gut messen läßt, aus (5) berechnet und mit der Messung ver- 


19) Eine genaue Berechnung führt bei kleinem M an Stelle des Zahlenfaktors 5,75 
auf den Faktor 5,85. Die Abschätzung (9) gibt auch für große M das Wesentliche richtig 
wieder. 

%) Ob M temperaturveränderlich ist, läßt sich aus den Gingrichschen Kurven 
nicht mit Sicherheit entnehmen. 

21) Berücksichtigung der thermischen Glieder gibt etwa 14mal so große M-Werte. 
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glichen. Man findet so die Zahlenwerte der folgenden Tabelle. Sie zeigen 
mit ihrer relativ guten Übereinstimmung, daß die Behandlung der flüssigen Metalle - 
als mikrokristalline Gebilde nicht völlig fehl geht. 

Durch die thermische Bewegung werden erfahrungsgemäß die Maxima er- 
niedrigt und verbreitert. Berücksichtigt man diesen Effekt durch Mitnahme des 


Debyefaktors und der von den Stoß- 
prozessen 1. und 2. Ordnung herrührenden Li Na | K 
Glieder, so kommt man durch eine hier Ahberechnet | 0,38 0,36 | 0,36 
nicht wiedergegebene Rechnung zu den Ahgemessen 0,36 |0,28(2)| 0,38 
wesentlich gréBeren M-Werten 3,02 fiir Li, 
3,06 fiir Na und 4,02 fiir K. Auf die Ermittlung der 4h wird hier wegen der 
Kompliziertheit der Rechnung verzichtet). 

Nach dem Gesagten erscheint die Anwendung des für polykristalline Medien 
entwickelten Formalismus auf metallische Flüssigkeiten durchaus statthaft zu 
sein und zu vernünftigen Resultaten zu führen. In Anbetracht der großen Schwierig- 


‚keiten, die eine Durchrechnung unter Berücksichtigung aller Komplikationen zu 


überwinden hätte, und der Tatsache, daß gr gemessen vorliegt, wird jedoch auf 
ihre Durchführung für große h-Werte verzichtet. Andererseits muß gy für kleine 
h-Werte mangels diesbezüglicher Meßwerte rechnerisch ermittelt werden. Bei 
kleinen Winkeln ist die Streuung vorwiegend durch die Struktur bedingt, während 
die thermische Bewegung daneben eine völlig untergeordnete Rolle spielt. Nun 
ist zwar die geometrische Theorie der Raumgitter-Interferenzen in ihrem Gültig- 
keitsbereich nach Abschnitt I am meisten eingeschränkt. Falls sie aber dort 
doch noch annähernde Gültigkeit besitzt, ist der Beitrag von gn zu I 
für kleine # gegeben durch Jp x 5,85 - 10-3/M. Mit den soeben an- 
gegebenen M-Werten 3,02, 3,06, 4,02 findet man so /z - 10? = 0,194 (Li), 
0,191 (Na), 0,145 (K). 

Dieser Anteil J B des gesamten Integrales J macht, wie sich in Abschnitt VII 
zeigen wird, nur einen relativ kleinen Bruchteil von J aus; so ergeben sich unter 
Vorwegnahme der dortigen Resultate bei Li, Na und K für Jp/J beziehungsweise 
die Werte 0,218, 0,128 und 0,09523). Da bei diesen Werten für große Streuwinkel 
die experimentell bestimmten gn-Werte benutzt wurden und nur für die kleinen 
Streuwinkel gp, berechnet werden müßte, dürften prinzipielle Fehler, herrührend 
von der Behandlung der Flüssigkeit als mikrokristallines Gebilde, die in Abschnitt 
VII ermittelten Werte von J und damit von on nur relativ wenig verfälschen. 


VI. Thermischer Faktor 


Die Untersuchung wendet sich nunmehr dem thermischen Anteil g,, des 
Strukturfaktors zu. In der Reihe gy = gu, + 9, + 9w, +--+: stellt das von 
den StoBprozessen 1. Ordnung (Stoß Elektron + 1 Schallquant) herrührende g,, 
den überwiegenden Anteil dar. Daher wird in diesem Abschnitt lediglich g,, aus- 
führlich diskutiert. Von der Behandlung von gy, wird nur das Resultat mitgeteilt. 
Es sei jedoch darauf hingewiesen, daß der Beitrag von 9,,, der in dem hauptsächlich 


22) Bildet man jedoch in Abb. 5 für Kalium die Differenz der gezeichneten Funktionen 
91 — 9% €” und multipliziert diese mit e”, so erhält man eine mit dem gz der Abb. 1 auch 
hinsichtlich der Halbwertsbreiten gut übereinstimmende Kurve. 

23) In der Bezeichnungsweise des Abschnitts VII ist J die Summe der dort aufge- 
führten Größen I, + I},. 
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interessierenden Intervall etwa 34% des Beitrages von gy, ausmacht, doch so 
groß ist, daß man dieses Glied unbedingt noch mitnehmen muß. Bei den hier 
betrachteten hohen Temperaturen in der Nähe des Schmelzpunktes 
sind die Gitterschwingungen offenbar bereits so stark angeregt, daß 
von den Prozessen höherer Ordnung nicht mehr abgesehen werden 


darf. Dies steht völlig im Einklang mit dem bei der Berechnung von (2 7) p3,,/a)*. 
erhaltenen großen Wert, der im Gegensatz zu dem üblichen, für tiefere Tem- 
peraturen gültigen Entwicklungsverfahren die wesentlich umständlichere Berech- 
nung des Abschnitts IIIC erforderlich macht. 

Der hier interessierende Anteil g», des Strukturfaktors ist durch die zweite 
Formel (IV, 3) gegeben. Da die in ihm vorkommende 6-Funktion bei nicht zu 
kleinen N,-Werten ein sehr scharfes Maximum besitzt, wenn q bei vorgegebenem 
h der Bedingung (III, 21) genügt, kann man bei der Ausführung der q-Summe 
die Größe &,, gegeben durch (III, 16), mit ihrem zu diesem q gehörigen Wert vor 
die Summe vorziehen, worauf sich diese dann angeben läßt: 


—a q/22) = Ni). 


Diese Beziehung gilt für alle }-Vektoren mit Ausnahme der, die den ,,Singulari- 
täten“ zu dicht benachbart sind. Dies hängt damit zusammen, daß bei den 


q-Summen die Glieder mit q=0 auszuschließen sind (e, = 0 für q=0), wie 


bereits 8. 58 erwähnt wurde. Eine genauere Untersuchung zeigt, daß die Grenze 
der Anwendbarkeit der obigen Formel etwa bei b — | ~ 1/M liegt. Der Bereich 
|h < 1/M erfordert eine besondere, hier im einzelnen nicht wiedergegebene 
Behandlung. 

Daher ergibt sich mit (III, 16) und (III, 7a) aus (V, 3) 


3 |6| = const. 
i 


kT Inhen® 
(1) 
Zu summieren ist dabei über die drei zum Vektor q gehörigen Polarisationsvektoren. 

Um nun die Mittelwertbildung über alle Richtungen von h) bequem vornehmen 
zu können, wird der §-Raum in geeigneter Weise in Grundgebiete eingeteilt. 
Jeder Punkt 9(H,H,H;), der einem Braggschen Maximum entspricht, ist 
Mittelpunkt eines zugehörigen Grundgebietes und gleichzeitig Symmetriezentrum 
der Ordnung Z. Die Grundgebiete erfüllen den ganzen Raum lückenlos und 
schlicht. Im besonderen ist das Grundgebiet beim Gitter /', ein Würfel (mit 
Z = 6) und beim Gitter J%’ ein Rhombendodekaeder (mit Z = 12). 

Es scheint nicht möglich zu sein, alle kubischen Gitter I‘, 1%, IX durch ein 
und dieselbe Rechnung zu erfassen. Die folgenden Betrachtungen sind auf das 
Gitter J’ (kub. rz.) zugeschnitten. 


24) Die Ausführung der Summation erfolgt auf verschiedene Art. h ist völlig be- 
liebig wählbar, während q gemäß (III, 4) auf. eine diskrete Mannigfaltigkeit beschränkt 
ist. Gehört nun auch dieser Mannigfaltigkeit an, so erledigt sich die Summe von selbst, 
da dann nur eines ihrer Glieder von Null verschieden ist. Anderenfalls verwandelt man die 
Summe entweder in ein Integral, oder man erstreckt die Summation ins Unendliche und 
benutzt die elementare Summationsformel 


+@ 1 

6? sintnö' 
Für nicht zu kleine M sind die dabei begangenen Vernachlässigungen außerordentlich 
geringfügig. 
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Für. dieses Gitter ist in Abb. 3 der zur Charakterisierung des Grundgebietes 
notwendige Teil der Begrenzungsfläche gezeichnet. Die Indizes entsprechen den 
Größen h, bzw. H,. Aus der Abbildung lassen sich unmittelbar einige nachher 
gebrauchte Größen entnehmen: 


Radius der dem Grundgebiet (000) ie Kugel: h = 2/2. 
Radius der umbeschriebenen Kugel: 2 = 1. 


Distanz zweier homologer Punkte (Mittelpunkte zweier benachbarter Grund- 
gebiete): h = V2 (011) 

Damit nicht ein und derselbe Schwingungszustand ( 
des Gitters durch zwei verschiedene Vektoren beschrie- 
ben werden kann, wird nun festgesetzt, daß a q/2r 
nur dem Grundgebiet (000) zugehörige Werte annehmen 
darf. Die Beschreibung der Bewegung vermittels der 
q wird dadurch völlig eindeutig. 

Denkt man nun h beliebig vorgegeben, so ist auf N 
Grund dieser Festsetzung zusammen mit 9—aq/27=9 (000) 
auch das zugehörige 9 stets eindeutig festgelegt. 

Bei der folgenden Diskussion sind infolge der Be- ©— Mittelpunkte der 
deutung von h, nämlich || = h = 2a sin(9/2)/A < Grundgebiete 
2a/A = 1,240 nur drei wesentlich verschiedene Fälle 
zu unterscheiden, die auch ein verschiedenes Vorgehen ~ 4 Seite des zu (000) 

bei der Mittelwertbildung notwendig machen. dodekaeders 


1. 5 liegt innerhalb der einbeschriebenen Kugel pp, 3. Das Grundgebiet 
(0 <hk <0,707). Dann gilt § = —aq/2x=0 und (Rhombendodekaeder) für 
q ( 

3 [ql =const das Gitter J,’ im }-Raum. 

ET . Die Indizes entsprechen 
>i (la) den Größen A, bzw. H,. 
Ein Stiick der Begren- 
2. h liegt zwischen der ein- und der umbeschriebenen zungsfläche ist schraffiert 
Kugel (0,707 <h < 1,00). Dann läuft die Integrations- nr en 
kugel durch 13 verschiedene Grundgebiete; in jedem wnetrisch dazu zu denken 


gilt (III, 21) mit wechselndem 9. 


3. h liegt außerhalb der umbeschriebenen Kugel (1,00 <h). Dann gibt jedes 
der 12 benachbarten Grundgebiete den gleichen Beitrag zu gy,. In diesem Falle 
sind von den Komponenten von $ = } —a q/22 zwei dem Betrage gleich 1 und 
eine gleich 0. 


Iw, = 


Es sei hier ausdrücklich hervorgehoben, daß sich diese sog. Peierlsschen 
Umklapp-Prozesse als für den Widerstand von hervorragender Wichtigkeit heraus- 
stellen (s. das Folgende). 


Zur Auswertung von (1) ist die Kenntnis des Zusammenhanges von q, ® 
und e, notwendig. Eine ausführliche Diskussion der Schwingungen kubischer 
Gitter wird in einer zweiten, in Kürze folgenden Mitteilung gegeben werden. Hier 
ein Auszug aus ihren Ergebnissen, die im folgenden benutzt werden. 


a) Auch bei hier behandelten stark anisotropen Metallen gibt es in Analogie 
zu den Longitudinal- und Transversalwellen isotroper Medien einen Longitudinal- 
zweig (III) und zwei Transversalzweige (I und II) mit meist nahezu longitudinalen 
bzw. transversalen Wellen. 
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b) Die Dispersion der Gitterwellen läßt sich in für die hier anliegenden Er- 
fordernisse brauchbare Weise erfassen durch ‘ 


aq| 


22|° 
F, ist dabei mit der in (V, 6) eingefiihrten Funktion identisch. c bezéichnet die 


baw. mit t= 


Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der Wellen; der Index co bezieht sich auf den . 


Fall A— oo. | ist eine dimensionslose Zahl, die beim Gitter /%' zwischen y3/2 
und 1 liegt. 

c) co hängt bei stark anisotropen Metallen stark von der Richtung von q 
ab. Bei Mittelwertbildungen über alle Richtungen von q bzw. h wird es in erster 
Näherung erlaubt sein, für c% einfach den Wert einzusetzen, der einer möglichst 
großen Anzahl von q-Vektoren zugeordnet ist®). 


Ausführung der Mittelwertbildung: 


Im Fall 1, bei dem h und damit auch q in der Nähe des Ursprungs liegen, ist 
9w, infolge der auch bei den stark anisotropen Alkaliemetallen nahezu erfüllten 
Transversalität der Wellen von — I und II gegeben durch 

ET 
wobei 1/ci,= 1/c; den Mittelwert von 1/c3 (über die volle Kugeloberfläche) be- 
zeichnet. Wegen der relaltiv schwachen Abhängigkeit von 1/c} von der Richtung 
dürfte hier das Vorgehen c) brauchbar sein, und zwar um so eher, je isotroper das 
Metall ist. 

Wegen kT/mc, » 10" (vgl. z.B. die Tabelle am Schluß der zit. 2. Mitt.) 
zeigt sich jedoch, daß dieser Wert viel zu klein ist, um mit dem gemessenen gp 
vergleichbar zu sein bzw. einen mit J, vergleichbaren Beitrag zu Ip zu geben. 


Auch die Berücksichtigung der Wellenlängenabhängigkeit der Fortpflanzungs- _ 


geschwindigkeit ändert nicht viel an dieser Tatsache, obwohl g,, mit c; = ci, -F, 
im Bereich 0 <A < 0,707 wohl recht gut angenähert wird durch 


k 1 
Iv, = (2a) 


mc; % 

Somit bestätigt sich die Vermutung: Den entscheidenden Beitrag zum Integral J 
und damit zu o muß g,, im h-Intervall in der Nähe der oberen Integrationsgrenze 
liefern. Daß gy, dort offenbar stark anwächst, geht bereits aus der Form von (1) 
hervor, da w; für solche h, die in der Nähe eines der Braggschen Reflexions- 
punkte 9 = © liegen, sehr klein wird, während der Zähler dort endlich bleibt. 
(Seine unmittelbare Umgebung bleibt hier nach wie vor von der Betrachtung aus- 
geschlossen!) Der Einfluß der Struktur fällt also auch bei der Ermittlung des 
thermischen Anteils des Strukturfaktors entscheidend ins Gewicht. 

Es erweist sich somit als unumgänglich, g,, im gesamten Integrationsintervall 
zu berechnen. Die in der 2. Mitteilung diskutierte Kompliziertheit des Zusammen- 
hanges zwischen q, w,; und e, und die Notwendigkeit der Mittelwertbildung durch 
verschiedene Grundgebiete hindurch lassen den Versuch einer strengen analy- 


25) Anstatt also aus der Säkulargleichung c* als Funktion von q zu berechnen und 
dann zu mitteln, werden erst die Konstanten der Säkulargleichung über alle Richtungen 
von q gemittelt und dann das zu diesen gemittelten Konstanten gehörige c? berechnet. 
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tischen Behandlung von vornherein ziemlich hoffnungslos erscheinen. Da die 
Aufgabe dieser Arbeit jedoch darin besteht, zunächst einmal zu untersuchen, ob 
die bisherigen Aussagen der Theo- 
rie den wahren Sachverhalt einiger- 
maßen richtig wiedergeben, wird 
auch nicht der mit großem Auf- 
wand verbundene Weg einer nume- 
rischen Rechnung eingeschlagen, 
sondern ein wenn auch grobes 
Näherungsverfahren analytischer 
Art angestrebt, das mehrere 
Metalle zugleich zu erfassen ge- 
stattet. 

Zu diesem Zweck wird der 
Fall 3) von 8.69 in den Vorder- 
grund gestellt: h außerhalb der 
umbeschriebenen Kugel, d. h. 
1,00 <h < 1,240 (in Abb. 4 hervor- 
gehoben). Zu dem Mittelwert (1) 
tragen alle 12 benachbarten Grund- 
gebiete in gleicher Weise bei, so (000) (100) 
daß die Betrachtung nur für ein Abb. 4. Der Zusammenhang von h und a q/22 


im Fall 3) von S. 69. |h| = h, |aq/2 = ¢ und 
spezielles durchgefiihrt zu werden wan 


braucht. Hier wird dazu das mit (990) — (110) ist als Rotationsachse zu denken. 
dem Mittelpunkt (110) gewählt. Integriert wird jeweils über den Teil der Kugel- 
Die Gerade (000)—(110) wird zur oberfläche (/§| = const) mit 0595 Omax. 
PolarachseeinesKugelkoordinaten- Zum Fall 3) gehört nur das hervorgehobene h- 


systems A, gemacht., ag Intervall weiter Integrations- 


führlich geschriebenlautet dann (1): 
= kT . cos? 9 cos? (3) 

Dabei bedeutet ©, den X (§, e,); t ist 8.70, b eingeführt. co stellt die Schall- 
geschwindigkeit der Transversalwellen entlang den Achsen des Kristalles dar; 
für ihren Wert gilt cj = c/o, wobei o die Dichte und c,, einer der Voigtschen 
Parameter c,, ist. (Für } und a q/2 gilt dabei (III, 21). 

Zwischen den ©, besteht infolge der Orthogonalität der e, die Beziehung: 

cos? 9, + cos? 9, + cos? O, = 1. (4) 


Die ©,, t und c; hängen dabei von q und damit vonh, # und gab. Die dggurch be- 
dingten Schwierigkeiten werden bei dem hier eingeschlagenen Näherungsverfahren 
durch folgende Vereinfachungen umgangen: 

1. An die Stelle der unstetigen Berandung des Integrationsgebietes auf der 
Kugeloberfläche, das streng genommen begrenzt wird von den Schnittkreisen der 
Kugel mit den Begrenzungsebenen des Grundgebietes (110), wird der Kreis 
d— Imax Mit cosPmax = 5/6 gewählt. Dabei ist Imax so bestimmt, daß der 
Flächeninhalt in beiden Fällen gleich wird, nämlich gleich 42 h?/12. 

2. Da die Welle III selbst in stark anisotropen Metallen nahezu longitudinal 


ist, gibt angenähert y 
O; my mit p= < (6, q). (5) 


[5] = const. 
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3. Die Wellenlängenabhängigkeit der c; wird in Analogie zu (2a) erfaßt durch 


(6a) 
Für die Richtungsabhängigkeit gilt das unter c), 8. 70, Ausgeführte: 
2 2 5 
Ci, = Co (6b) 


die x, sind dabei dimensionslose Zahlen von der Größenordnung 1, die in der 2. Mit- 
teilung berechnet werden. 

cos? @,” = cos? @,°. (7) 28) 
Diese Voraussetzung, die mindestens ebenso schwerwiegend ist wie die 
vorige, lieBe sich genau wie diese nachpriifen. Die dazu erforderlichen numerischen 
Rechnungen sind aber beinahe so umfangreich wie die Durchfiihrung der gesamten 
Rechnung auf numerischem Wege; deshalb muß darauf verzichtet werden. Für 
nahezu isotrope Medien ist die Bedingung (7) überflüssig; an ihre Bee tritt die 
dort annähernd gültige Beziehung: 

ci ~ (7a) 

Diese vier Delingeem ermöglichen die analytische Berechnung von gy, (h). 
1. und 2. sind dabei allem Anschein nach auch für einen erheblich besseren Grad 
der Näherung als den hier vorliegenden zu verwenden. Der dadurch bedingte 
Fehler dürfte minimal sein. Dagegen sind 3. u. 4. in weit höherem Maße einschnei- 
dend und für ein stark anisotropes Metall recht problematisch. Die feineren Unter- 
schiede von Metallen mit etwas unterschiedlicher Anisotropie werden dadurch ver- 
wischt. Eine Verbesserung der Näherung ließe sich jedoch nur durch gleich- 
zeitiges Ersetzen von 3. und 4. durch etwas Besseres erreichen, was jedoch sofort 
stärkste Schwierigkeiten auslöst. Mit der Bezeichung 


1 Pa 1 1 4/3 1 
er 
geht dann (3) = a von “ge (5), (6a), (6b) und "Si über in 
dQ 
Im, m [=--( =) cow? F, ( alt) 42/12 ° (9) 


1/,, Einheitskugel 
dQ bedeutet das Raumwinkelelement sin # d9 dp; y und t sind Funktionen von # 
(vgl. Abb. 4). Da durch die Bedingung (7) beide Transversalwellen gleiches Gewicht 
erhalten, gewinnt cp = co - ap die Bedeutung einer mittleren Geschwindigkeit der 
Transversalwellen. 

Zur Auswertung der Formel (9) kann man die Funktion 1/F, durch eine analy- 
tisch einfachere ersetzen, zumal der Dispersionsansatz (6a) sowieso nur eine 
Näherung mit nicht genau bekanntem / darstellt. Im Ausdruck für g,, erscheint 
dadurch ein Parameter ¢, der ein Maß für die Stärke der Dispersion ist, und der 
auf einerf engen Wertebereich eingeschränkt werden kann. Als Endergebnis er- 
hält man: 


te, = K(h) 
= M Cr (10) 
mit 
Kr Kı 


26) Bezeichnet man mit ©; den Winkel zwischen § und e,, so läßt sich leicht zeigen, 
daß d. Transversalität e,q = e,q = 0 Bedingung (7) gleichbedeutend ist mit 


7? 
cos? = cos? . 
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wobei die Funktionen K, bis K, definiert sind durch 


K, = 6h* / en sity, K,=6h? f d(— cos #) sin? y, 
ö ö 

K, = 6h? [ = = cos*y, K,= 6h? il d(— cos #) cos? y. 
0 0 


Sie sind eingeführt, um den Einfluß der verschiedenen, auf 9, einwirkenden 
Faktoren bequem übersehen zu können: K, rührt von den Transversalwellen her, 
eK, ist der dazugehörige, durch die Dispersion bewirkte Anteil. K, - 27/2; bzw. 
eK, xg/xz, sind die entsprechenden, auf die Longitudinalwellen zurückgehenden 
Glieder. 

Die Quadraturen (11) sind elementar ausführbar. Um einen Überblick zu er- 
halten, sind in der nebenstehenden Tabelle K,, eK, ¢ Ky: 
sowie Kp, Kz, Kr/K, und K 


für einige äquidistante Punkte 7, 0,84. ) 0, ) 1,04 | 1,14 | 1,24 
des Integrationsintervalles nu- — 

merisch angegeben. Die Werte v. 
sind berechnet mit e=2,95 x, 016 | 021 | 0.27 | 034 | 0,42 
und ap/xz, = 0,22. Da zy/&L eKyzrlzı | 0,21 | 0,19 | 0,18 | 0,14 | 0,08 
fiir die hier behandelten Metalle K | 295 | 445 | 6.77 02 
Li, Na und K nur zwischen 037 | 0,40 | 0.45 | 0.48 | 0,50 
0,20 < xp/xz,< 0,24 schwankt, K,/K, 50 | 7,4 | 9,9 1141 [20,5 
ist der dabei begangene Fehler _ "321 | 3,36 | 4,90 | 7.25 [10,7 


unbedeutend. 

In unmittelbarer Umgebung von hz = y2 wird das Verhalten von K durch 
K, ~~ In |hg —h| bestimmt. Bei Annäherung h > V2 wächst K also entsprechend 
logarithmisch an 2%); jedoch bereits im Integrationsintervall macht sich dieser An- 
stieg beträchtlich bemerkbar. 

Wie man ferner sieht, darf der Dispersionsanteil keinesfalls ver- 
nachlässigt werden. Außerdem erkennt man, daß der Beitrag der 
Transversalwellen zu gy, und damit zug in dem besonders inter- 
essierenden Intervall 1 <h <1,24 etwa 10—20mal so groß ist wie 
der der Longitudinalwellen. 

Damit ist g,, für 1,00 <h < 1,240 bekannt. Im Intervall 0 <h < 0,707 
gilt (2a); auch dort wird für &7/x; der Wert 0,22 benutzt für Li, Na und K. Im 
Intervall 0,707 <h <1 wird gy, zeichnerisch interpoliert, was in Anbetracht 
der begangenen Vernachlässigungen und der Tatsache, daß der Hauptbeitrag zu 
I von den Werten des Intervalles 1,00 <h < 1,240 geleistet wird, wohl statthaft 
ist. Denkt man dann K(h) durch (10) im gesamten Integrationsintervall definiert, 
so ergibt sich für die genannten drei Alkalimetalle ein und dieselbe Funktion von h: 


0,94 | 1,04 | 1,14 | 1,24 
3,307.90 | 7,25 110,7 
27) h = 0,84 und 0,94 sind nur für Interpolationszwecke mitgenommen. 

2) g ist dort jedoch nicht singulär; denn (1) gilt bekanntlich innerhalb 


< 1/m nicht! 


0,24 
0,24 


0,34 
0,25 


0,44 
0,30 


0,84 


(1,25) 


h 0,04| 0,14 
0.35 | 0,42| 0,55 


K(h) | 0,22| 0,23 


0,54 | 0,64 | 0,74 


| 

Fi 
max Pmax f 
| 

m 
| 
; 
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Die Funktion K(k) steigt im Integrationsintervall monoton auf 
etwa das 50fache ihres Wertesbei A=0an. Man erkennt hieran noch- 
mals, daß die Darstellung gy, =k T/m cz ein völlig falsches Bild liefern 
muß. kT'/mcj, ist lediglich der Grenzwert h—0 von gy,. Da dieses gemäß 
(I, 10) noch mit A®/[(2r xh)®? + 1]? zu multiplizieren ist, überwiegen im Inte- 
granden die Funktionswerte für große A noch weit stärker, als dies in der obigen 
Tabelle für K ohnehin schon der Fall ist. 


VII. Widerstandsverhältnis am Schmelzpunkt 


Damitist der von den Prozessen 1. Ordnung herrührende Anteil 
des thermisch bedingten Strukturfaktors eines polykristallinen 
Mediums als Produkt einer Größe kT/mcp und einer Funktion K(h) 
dargestellt. k T’/m cp enthält die Temperaturabhängigkeit und ist im 
übrigen eine für das einzelne Metall charakteristische Konstante; 
ihre numerischen Werte für die jeweiligen Temperaturen des Schmelz- 
punktes sind 0,0835 (Li), 0,0771 (Na), 0,0830 (K)®). Dagegen enthält K(h) 
die Abhängigkeit von Streuwinkel und Wellenlänge und ist in erster 
Linie bestimmt vom Gittertypus (hier /Y); die durch xy/&; vermittelte 
Abhängigkeit von den elastischen Konstanten ist infolge des Über- 
wiegens von Kp > Ky, nur von untergeordneter Bedeutung. 


0,44 | 0,54 | 0,64 | 0,74 | 0,84 | 0,94 | 1,04 | 1,14 | 1,24 
0,024 | 0,030 | 0,035 | 0,045 | 0,103 | 0,274 | 0,407 | 0,600 | 0,875 
0,008 | 0,010 | 0,012 | 0,016 | 0,036 | 0,096 | 0,142 | 0,205 | 0,295 
0,032 | 0,040 | 0,047 |. 0,061 | 0,139 | 0,370 | 0,549 | 0,805 | 1,170 
g,,°€"| 0,029 | 0,085 | 0,039 | 0,048 | 0,102 | 0,251 | 0,345 | 0,455 | 0,594 
gn(Li)| (0,03) | (0,05) | (0,07) | 0,12 | 0,18 | 0,25 | 0,36 | 0,58 | 0,89 
gn(K) | (0,02) | (0,03) | (0,04) | (0,09) | (0,18) | 0,32 | 0,45 | 0,65 | 1,08 


In der obenstehenden Tabelle sind die so berechneten g,,-Werte in dem haupt- 
sächlich interessierenden Intervall 0,44 <A < 1,24 eingetragen, ferner die den 
StoBprozessen 2. Ordnung entsprechenden g,,.-Werte, deren Berechnung ähnlich 
verläuft, aber wegen ihrer Langwierigkeit hier nicht wiedergegeben werden soll. 
Ersichtlich beträgt Jw, in dem besonders wichtigen Intervall 1,00 <h < 1,24 
ziemlich genau g,,/3 und darf daher hier keinesfalls vernachlässigt werden. Die 
Unterdrückung der weiteren Glieder scheint jedoch in Anbetracht der geringen hier 
angestrebten Genauigkeit durchaus statthaft zu sein. Ferner ist in der Tabelle 
noch die Summe gy = Jw, + Jw,» Sowie deren mit dem Debyefaktor e~” multi- 
plizierter Wert ge" angegeben. Alle diese Zahlen gelten für Li und K gleich- 


zeitig, da die Größen k T/m cr (s. 0.) und (£— fF, 3% nach Abschnitt III, B für 
diese beiden Metalle nahezu gleich sind. Zum Vergleich sind in der Tabelle auch 
noch die gemessenen Strukturfaktoren gy für Li und K eingetragen, welche sich 
von den Werten g,„-e-" um die den Braggschen Reflexionen entsprechenden 


29) Diese Werte berücksichtigen die Temperaturveränderlichkeit der elastischen 
Konstanten gemäß Abschnitt VII der zit. 2. Mitteilung in der Form 
(0) 
1,75. 
044 (T,) 
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Beiträge unterscheiden müssen. Ersichtlich liegen die gj-Werte, wie es sein muß, 
stets über den g,,-e~". Ferner sind noch in Abb. 5 die so berechneten thermischen 
Strukturfaktoren für Li, re 

Na und K zusammen mit g Lithium. 9 Natrum g Kaum 
den dem Experiment ent- +200 + 200 20 
nommenen gp-Werten 
graphisch dargestellt. Die 


i 
i 


n 
dazu notwendige Ermitt- F150 
lung von g,, (hg) wird hier it ! 
Die zur Berechnung N ” 
- vono erforderlichen Inte- ! 
grationen lassen sich nun- +050 L 050 L050 


mehr ohne weiteres mit 
gn, bzw. g,,-e-" im Inte- 
100 200 100 2m 100 20 h 
Abb. 5. Strukturfaktoren. 
in nachstehender Tabelle 

9, (exp. n. Gingrich) 


I,= Ip (fest) stellt — Jw €": thermischer Anteil von g,; (berechnet siehe 


V—VII). Die Differenz g,—g,-e~" wird gedeutet als 
i .en rs, hervor- 
schwingungen allein, J ima auf Grund der geringen Größe der Bezirke mit kri- 
den der gesamten, bei stallischer Ordnung in geschmolzenen Metallen. Genauig- 
Flüssigkeiten für große keit: g,) ist auf etwa + 5%, g, auf etwa + 10% und 
Winkel gemessenen Streu- (9n)max auf etwa + 1% genau 
ung und /z den gemäß 
Abschnitt V berechneten Anteil der Vorwärtsstreuung für geschmolzene Metalle dar. 
Die obigen Werte wurden unter der Annahme np = N berechnet. Nun weisen 
aber gewisse Erscheinungen darauf hin, daß man bei Alkalien mit ny <N zu 
rechnen hat. Im besonderen gibt 
Fröhlich für die Zahlenwerte | 
| 


dabei den Beitrag der 


0,70 für Li, 0,95 für Na und 0,85 


Li | 0,549 | 0,194 0,697 
fiir ‚Nun Ip Na | 0855 | 0191 | 1.296 107 
unabhängig; auch hängt das Ver- x 0.950 0145 | 1.384 


hältnis Jq/Z,, nur schwach davon 
ab. Jedoch J und /,, selbst variieren stark mit dem Wert von ny/N, da dieser 
die obere Integrationsgrenze bestimmt. 

Die numerische Rechnung führt nun für das Widerstandsverhältnis or1/op 
auf die Zahlenwerte der nachstehenden Tabelle, wobei in der letzten Spalte die 


‘oben angegebenen np/N-Werte benutzt wurden®). Zum Vergleich sind einige 


experimentelle Daten mitgeteilt *). 
30) Hinsichtlich der Temperaturabhängigkeit von gy sei darauf hingewiesen, daß 
0» angenähert durch gy = A, x(1 + A, x) e”*:* dargestellt wird, wobei «= = ist 


0 
und Ay, A), A, temperaturunabhängige Größen bedeuten. Wenn auch die Temperatur- 
abhängigkeit der Cik (oder wenigstens die von c,,) noch nicht geniigend bekannt ist, so 
scheint o» in dem in Frage kommenden Temperaturbereich doch recht gut den experi- 
mentell festgestellten linearen een zwischen or und 7 wiederzugeben. 
Fußnote 3!) s. S. 76. 


auf 
ch- 
ern 
mäß = 
nte- 
igen 

teil ' 
nen 
<(h) 
ite; 
elz- 
ster 
alte 
yer - 
375 
295 
170 
594 
39 
)3 
ıpt- = 
den 
lich 
soll. 
1,24 
Die 
hier 
elle 
ılti- 
ich- 
für 
uch 
sich 
den 
hen 


76 Annalen der Physik. 6. Folge. Band 10. 1952 


Um den Wert dieser Zahlen beurteilen zu können, ist notwendig, sich über 
die Größe der etwa begangenen Fehler klar zu werden. Die Auswertung der Mes- 
sungen von Gingrich liefert gq in dem wichtigen oberen Teil des Intervalles 
mit einer Genauigkeit von ~+5%; 

on/or | ofi/or | on/or größer ist der Fehler wohl nicht, der 
(np=N) | (mp< (gemessen) Maximalwert (g7)max für h =hg ist 
sogar nur mit höchstens + 1% Fehler 


| 
4 | | behaftet. Die Unterschiede von (ge)max 
K | 1,61 1,59 1,39—1,56 (Li: 1,80; K: 2,25) und die dadurch 


bedingten unterschiedlichen M-Werte 
sind sicher reell und nicht auf Ungenauigkeit der Auswertung zurückzuführen. 


Die Unsicherheit der Abschirmkonstante x ist — zumindest für Na und K — . 


so gering und der Zahlenwert von x so klein, daß der dadurch im Integranden 
hervorgerufene Fehler ebenfalls innerhalb + 5% liegen dürfte. Galte dann np =N 
streng, so würde der Fehler von J#, wohl kaum + 10% übersteigen. Auch /, wird 
durch die Abschätzung des Abschnitt V mit etwa + 10% Genauigkeit erhalten; 
doch gilt stets Ip < I (Faktor 3—10). 

Für /, lassen sich so konkrete Angaben leider nicht machen. Bei den stark 
anisotropen Alkalimetallen läßt sich der durch die Vereinfachungen 3. und 4. von 
Abschnitt VI hervorgerufenen Fehler kaum übersehen; er könnte eventuell 30 bis 
40% betragen. Doch ist zu bedenken, daß infolge der relativ geringfügigen Unter- 
schiede zwischen Li, Na und K hinsichtlich ihrer Anisotropie dieser etwaige Fehler 
bei allen dreien sugleich auftreten und ungefähr von gleicher Größe sein müsse. 
Die Übereinstimmung zwischen den berechneten und den experimentellen Werten 
ist nun im großen und ganzen aber doch so gut), daß das eingeschlagene Nä- 
herungsverfahren als durchaus brauchbar erscheint. Daher dürfte auch J,, nur 
mit einem nicht wesentlich größeren Fehler als etwa + 10% behaftet sein. 

Das Vorhergehende galt für np/N = 1. Mit ähnlichen Fehlern wird man aber 
auch im Falle np < N zu rechnen haben; denn das Verhältnis /,//,, bleibt nahezu 
unberührt von der Lage der oberen Integrationsgrenze**), da diese für beide 
Zustände stets gleich ist. Die Genauigkeit von Ipı/I,, und damit auch die von 
on/Or beträgt also auch jetzt ~10—15%; denn auch für ny <N wird op/op in 
der Hauptsache durch Iz//,, bestimmt, da außer für extrem niedrige Werte von 
np/N stets I, erheblich kleiner als [4 ist. 

Viel unsicherer ist dagegen die Angabe des Verhältnisses I 
(S. dazu die Werte S.67 am Schluß von Abschnitt V.) Generell gilt, daß mit 
abnehmendem np/N dieser Wert rasch größer wird. Die erreichte Genauigkeit 


31) 


| On/or Autor Autor 
Li 1,96 | Bernini 1,56 | Bridgeman 
A zit.n. Landolt-Börnstein K 1,53 | | Northrup 


Hackspill, zit. b. Perlitz 


1,68 
| 1,6 1,5 | Hackspill 
| 1,53 | Bidwell, zit. b. Perlitz 1,3 
| 1,45 

1,37 


‚39 Bernini 


| Bridgeman 


| 1,34 | Bernini 


#) Die Umstimmigkeit bei Na rührt her von den bei der Auswertung anscheinend 
etwas zu groß erhaltenen Werten von gy). 


38) Auch von x ist J},/I,, praktisch unabhängig. 
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ist jedöch nicht so groß, daß sich auf Grund des Vorhergehenden mit völliger 
Sicherheit entscheiden ließe, ob die Berücksichtigung der Vorwärtsstreuung nach 
Abschnitt V den wirklichen Sachverhalt richtig wiedergibt. Die Werte von Li 
und K sprechen allerdings dafür. 

Immerhin dürfte sich jedoch gezeigt haben, daß die auf dem Metallmodel! 
der freiem Elektronen und der geometrischen Theorie der Raumgitter-Inter- 
ferenzen beruhenden Betrachtungen dieser Untersuchung den wirklichen Ver- 
hältnissen zumindest bei den Alkalimetallen einigermaßen gerecht zu werden und 
bei genauerer Berücksichtigung der begangenen Vernachlässigungen die gewünsch- 
ten Daten, insbesondere gy bzw. gp und gg/or entsprechend genau zu liefern 
vermögen. 
Zusammenfassung 


1. Die wellenmechanische Theorie des spezifischen elektrischen Widerstandes o 
reiner Metalle in der vereinfachten Form (Annahme ebener Elektronenwellen 
entsprechend ‚‚freier“ Leitungselektronen) führt unabhängig vom Aggregatzustand 


Natrium Kalium 


> Lithium 


+ 080 
060 
020 141 124) 979 1% 


000 180 100 120° 020 060 80 100 120 O60 100 120 
Af. nach Gingrich Af des Abschirmpotentials 
Abb. 6. Atomformfaktoren. 
Die Gingrichschen A.f. fallen zunächst rascher als die zum Abschirmpotential ge- 
hörigen; später gilt das Umgekehrte. Die für die drei Metalle verschiedene Stärke dieses 
Abfallens geben beide A.f. stets übereinstimmend wieder. Bei Na und K ist diese Uber- 
einstimmung auch quantitativ überaus gut 


für hohe Temperaturen zu einer Formel, welche neben dem Atomformfaktor für 
die Streuung der Elektronenwellen an den Gitterionen noch den Strukturfaktor 
enthält. Wie am Beispiel des flüssigen Li, Na und K gezeigt wird, führt diese 
Formel bei naheliegenden Annahmen über die Atomformfaktoren bzw.. über die 
in ihnen vorkommende Abschirmkonstante x mit den aus Röntgeninterferenz- 
messungen bestimmten Strukturfaktoren dieser geschmolzenen Metalle zur rich- 
tigen Größenordnung für 0%). Umgekehrt kann man die Abschirmkonstante x 
rückwärts vermittels der o-Formel aus den gemessenen o-Werten bestimmen. 

2. Für ein aus regellos orientierten Kristalliten bestehendes Medium führt 
die Berechnung des Strukturfaktors g zur Beziehung g = € "(gz + g,,). Hier 
stellt die Exponentialfunktion den aus der Theorie der Röntgenstrahlinterferenzen 
bekannten Debye-Faktor dar. Der Anteil gp trägt den Braggschen Reflexionen 
der Elektronenwellen am ungestörten Gitter Rechnung und ist daher ausschließ- 
lich durch die Struktur des Metallgitters bestimmt, während g,, durch die ther- 
mische Unruhe des Gitters bedingt wird, aber ebenfalls ganz wesentlich vom 


3) Würde man x z. B. so bestimmen, daß man möglichst weitgehende Überein- 
stimmung zwischen den berechneten Atomformfaktoren des Abschirmpotentials einer- 
seits und den von Gingrich benutzten A. f. fordert, so würde man auf diese Weise den 
-Absolutwert von o,, für Li, Na und K sogar auf etwa 20—30% genau erhalten. 
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Gittertyp abhängt. Dabei beeinflußt die Größe der Kristallite den Anteil‘g, viel 
stärker als den Anteil g,,. 

3. Die thermische Bewegung wird als Überlagerung der durch das Gitter 
laufenden elastischen Wellen aufgefaßt; die Verteilung der Energie auf dieselben 
wird unter der Annahme thermodynamischen Gleiehgewichts der Gitterwellen 
untereinander für hohe Temperaturen in Ansatz gebracht. Bei der Berechnung 


von 9,, die nur mit einer Reihe vereinfachender Annahmen möglich ist und hier : 


nur für das kubisch raumzentrierte Gitter /'' durchgeführt wird, zeigt sich der 
Einfluß der drei Elastizitätsmoduln c,, des regulären Systems, insbesondere der 
der Größe der Anisotropie, auf g, genau so wichtig wie der Gittertypus. Des- 
gleichen muß die Dispersion der Wellen unbedingt berücksichtigt werden; dies 
erfolgt vermittels eines naheliegenden einfachen Ansatzes. 


4. Für g, gilt 9, = gw, + 9u, +... ; dabei läßt sich das Glied g,,, deuten als 


herrührend von den Stoßprozessen ?-ter Ordnung, d.h. von den Streuprozessen — 


beim Zusammentreffen von einem Elektron mit 7-Schallquanten. Hierbei dürfen 
die sogen. Peierlsschen Umklapp-Prozesse neben den gewöhnlichen Stoßpro- 
zessen keinesfalls vernachlässigt werden, vielmehr sind gerade sie für den Wert 
von @ in erster Linie maßgebend. 

Den Hauptbeitrag zu g,, liefert — selbst bei den hier betrachteten hohen Tem- 
peraturen — das Glied g,,, doch wird auch g,, noch berücksichtigt. g,, wird dar- 
gestellt in der Form (k T/m cr) - K(h). Darin geht nicht etwa die Longitudinal- 
geschwindigkeit, sondern ein Mittelwert aus den Transversalgeschwindigkeiten 
bestimmend ein. K(h) mit A = (2a/}) sin #/2 hängt wesentlich von der Gitter- 
struktur ab und steigt bei Annäherung an das erste Braggsche Maximum bei 
h = hz stark an. Demzufolge liefert die Streuung mit großen Ablenkungswinkeln 
(#—n) den weitaus überwiegenden Anteil zu dem durch die thermische Bewegung 
hervorgerufenen Beitrag des elektrischen Widerstandes. 

5. Der Braggsche Anteil gz, dessen Berechnung ebenfalls nur näherungsweise 
möglich ist, trägt zum Widerstand fester Metalle nichts Wesentliches bei, da die 
Ausläufer der Braggschen Maxima wegen der durch die erhebliche Korngröße 
bedingten geringen Halbwertsbreiten nicht stark genug in das Integrationsgebiet 
hineinıagen. 

6. Die auch anderweitig festgestellte Tatsache, daß in geschmolzenen Metallen 
noch eine Nahordnung der Metallionen mit weitgehend der gleichen Struktur wie 
im festen Zustand besteht, legt es nahe, die flüssigen Metalle hinsichtlich ihrer 
Interferenzen ebenso wie die festen Metalle als polykıistalline Medien, aber mit 
erheblich kleineren Korngrößen zu behandeln. Diese Korngröße läßt sich dabei 
aus der Höhe der gemessenen Strukturfaktoren gr beim ersten Braggschen 
Maximum entnehmen. Es wird gezeigt, daß diese Annahme für die hier unter- 
suchten Metalle innerhalb der Meßgenauigkeit zu keinem Widerspruch führt. 
Im Gegensatz zu den Verhältnissen beim festen Zustand trägt bei flüssigen Metallen 
als Folge der geringen Bereichsgröße auch der Braggsche Anteil gz neben g,, 
zum Widerstand bei, insbesondere auch durch die Streuung um kleine Winkel 
(,, Vorwärtsstreuung‘“), die Berechnung dieses letzteren Anteils ist auch deshalb 
wichtig, weil Meßwerte des Strukturfaktoıs geschmolzener Metalle nur für große 
Streuwinkel vorliegen. Insgesamt überwiegt jedoch in der Widerstandsformel 


auch bei den hier behandelten metallischen Flüssigkeiten der von g,, herrührende 


Anteil und damit die ,,Riickwartsstreuung“, 
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7. Für das Widerstandsverhältnis von Li, Na und K ergibt sich 


Li: on/or-= 1,62 bzw. 2,04 (für np/N = 0,70) %) 
Na: on/or = 1,74 bzw. 1,77 (für np/N = 0,95) 
K: 'on/or = 1,61 bzw. 1,59 (für np/N = 0,85). 


Die linken Werte sind unter der Annahme berechnet, daß die Zahl np der „freien“ 
Leitungselektronen gleich der Zahl N der Gitterionen ist, die rechten Werte unter 
der Annahme np < N. 

Der Vergleich mit den experimentellen Daten (1,68 — 1,96 für Li; 1,34 — 1,6 
für Na; 1,39 — 1,56 fiir K) zeigt eine in Anbetracht der verwendeten Näherungen 
sehr befriedigende Übereinstimmung und damit eine nachträgliche Rechtfertigung 
der der Untersuchung zugrunde liegenden Voraussetzungen. 
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35) np/N aus Fröhlich, Elektronentheorie der Metalle. 
Hannover, Steinmetzstr. 9. 


(Bei der Redaktion eingegangen am 4. Oktober 1951.) 
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Über elastische Wellen in kubischen Gittern‘) 


Von Horst Gerstenkorn 


(Mit 3 Abbildungen) 


Inhaltsiibersicht 


Für ein aus Atomen gleicher Art bestehendes kubisches Gitter werden die Zusammen- 
hänge zwischen dem Ausbreitungsvektor q ebener elastischer Wellen, ihrer Polarisations- 
richtung e; und der Frequenz w, diskutiert. Im besonderen werden die sich beim Über- 
gang zu großen Wellenlängen (Schallwellen der Elastomechanik) ergebenden Gesetzmäßig- 
keiten, darunter auch die Beziehungen der Kopplungskonstanten zwischen den einzelnen 
Atomen zu den 3 Elastizitätsmoduln kubischer Kristalle, näher untersucht. 


I. Erörterung der Voraussetzungen 


Die hier betrachteten reinen Metalle bilden ein einfaches Bravais-Gitter 
aus Atomen gleicher Art. Die potentielle Energie ist für kleine Verrückungen der 
Atome aus ihren Ruhelagen eine quadratische Funktion dieser Auslenkungen?): 


Dabei bedeuten V, die Energie des ruhenden Gitters und si, die 7-Komponente 
der Verriickung des Atoms m mit der Ruhelage bei R,,. Zu summieren ist über 
m,n von 1 bis N mit N — oo und über 7, k von 1 bis 3. Die — zunächst unendlich 


große — Anzahl der Kopplungskonstanten ws reduziert sich ganz erheblich 
auf Grund der Gleichberechtigung der Atome und der Symmetrieverhältnisse. 
Da ferner die Wechselwirkung zwischen zwei Atomen mit wachsender Entfernung 
sicher außerordentlich rasch abnimmt, begeht man keinen merklichen Fehler, 
wenn man alle die Glieder fort läßt, die der Bindung zwischen Atomen mit großem 
gegenseitigen Abstand entsprechen. Wie groß dieser Abstand mindestens sein 
muß, ist von Fall zu Fall verschieden. Da die Berechnung des > noch auf er- 
hebliche Schwierigkeiten stößt, ist man vorerst gezwungen, diesen Abstand so 
klein zu wählen, daß sich die wenigen dann in (1) auftretenden, voneinander ver- 


schiedenen zei aus den bekannten elastischen Konstanten des betreffenden 
Metalles berechnen lassen. Die Zahl der dann mit ihrer gegenseitigen Kopplung 
berücksichtigten Nachbarn ist meist noch recht groß; daher erscheint die Hoffnung 
berechtigt, daß durch diese Vernachlässigung nur ein relativ geringfügiger Fehler 
begangen wurde. 


1) Diese sowie die vorhergehende Mitteilung stellen einen Auszug aus einer Disser- 
tation an der Technischen Hochschule Hannover dar. 

2) Es wird angenommen, daß dieser Ansatz auch für Verrückungen, wie sie in der 
Nähe des Schmelzpunktes thermisch hervorgerufen werden, eine brauchbare Näherung 
darstellt. 
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Analog zu Born und v. Karman, die das kubische Gitter I’, behandeln, wird 
hier die Rechnung durchgeführt für das kubisch raumzentrierte Gitter /%’ unter 
Berücksichtigung der Kopplung eines Atoms mit seinen 8 + 6 = 14 nächsten 
Nachbarn. Dabei treten allerdings 4 Kopplungskonstanten auf, denen nur 3 
elastische Konstanten gegeniiberstehen. Ist jedoch die Annahme statthaft, daB 
die Auslenkung eines Atoms aus seiner Ruhelage dann wesentlich größere Kräfte 
auf ein Nachbaratom hervorruft, wenn diese Auslenkung in die Richtung der Ver- 
bindungsgeraden fällt, als wenn sie auf der Verbindungsgeraden senkrecht steht, 
so wird eine der 4 Konstanten klein gegen die drei anderen; diese lassen sich 
dann ziemlich genau berechnen. 


II. Aufstellung des charakteristischen Systems 


Über die Koeffizienten ze lassen sich zunächst einige allgemeine Aussagen 


machen: 
1. Sie ändern sich nicht bei gleichzeitiger Vertauschung von n und m bzw. 


i und k: 
Van = (2) 


2. Sie hängen ab nur von der Differenz R, — R,,, nicht aber von R,, oder R,, 
einzeln. 


(3) 


Anstatt der beiden unteren Indizes m und n genügt daher zur Charakterisierung 
der V‘*-Komponenten ein Index, bzw. wenn man die Komponenten des Vektors 
R,— NR, in der Form X} — X, =an, X, —Xn=an, X, —X,=an, an- 
schreibt, das Wertetripel n,, n,, m3. Dabei sind diese n,-Werte ganze oder ge- 
brochen rationale Zahlen, während a die Gitterkonstante bedeutet. Dement- 


“ sprechend können die V‘#-Komponenten mit pom ngn, bezeichnet werden. Analog | 


kann man in der allgemeinen Formel (1) die Verschiebungskomponenten s? durch 
die drei Indizes n,, n,, n, charakterisieren, wenn man einen beliebigen Gitter- 
punkt himeichend weit im Innern des Kristalls zum Nullpunkt des n, wählt. 
Dann läßt sich die formale Doppelsumme m,n gegebenenfalls ersetzen durch 
die dreifache Summe N : SYS, wenn N die Zahl der Gitterpunkte im Kristall 
bedeutet. —— 

3. Wegen der Symmetrieeigenschaften der hier betrachteten kubischen Kristall- 
gitter daif sich die potentielle Energie (1) nicht ändern, wenn man von einem Ver- 
zerrungszustand des Gitters zu einem anderen, daraus durch eine Deckoperation 
des Gitters hervorgehenden iibergeht. Sind im besonderen die Kristallebenen 
Spiegelebenen, so verlangt die Invarianz von V gegeniiber der Transformation 
Mg = tae? = die Gültigkeit der Be- 
ziehungen 


Ving my = = Varna ner Ving = — usw. (4) 


sowie entsprechende Beziehungen fiir die iibrigen Indexkombinationen. 
Ist andererseits die z-Achse eine 4-zählige Drehachse, so folgte aus der In- 
varianz von V gegenüber der Transformation 


1 2 2 1 8 8 


Ann. Physik. 6. Folge, Bd. 10 6 
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die Beziehungen 


Vins = Ving Ving ty = 
Vins Ving Ns? Ving tty Ving Ng? Ving my ty = wx Ving =m, n, USW. (5) 


4. Da sich V durch eine gleichférmige Translation des Gitters (sh, n,n, = const.) 
nicht ändert, gilt 


Ny Ng Ns 


Daraus folgt durch Abspaltung des Gliedes n, = n, = n, = 0 
Vooo= — Vanm (6a) 
wobei der Strich an der neuen Summe das Weglassen des Nullgliedes anzeigt. 


Durch Differentiation von (1) nach 8 erhalt man fiir die Bewegungsgleichungen, 
wenn m die Masse der Gitteratome bedeutet: 


mi = — Zr Sn ob), (7) 
Ihre Lösung wird ermöglicht durch den Ansatz: 
= be N). (8) 


Dabei ist e {e', e*, e®} ein Einheitsvektor in Richtung der Schwingung, der sogen. 
Polarisationsvektor, q = (9, qs} der der Welle, w die zuge- 
hörige Frequenz und R, = {X,, X,, X7) der Ortsvektor des Gitterpunktes p. 

Als Lösungsbedingung findet man durch Einsetzen von (8) in (7) unabhängig 


von p, wenn man nunmehr die phd _p Wie verabredet mit Vin nn, bezeichnet — 
NR, wird also als Nullpunkt der n, gewählt — 


mute = tem (9) 
und daraus unter Benutzung ven (6a): 
mute! = Vann + gm + dams) a]—1). (9a) 
(9a) läßt sich umformen zum ,,Charakteristischen System“ 
e* — 0. (10) 
Dabei bedeutet 6°* = (1 fiir i = k, 0 sonst) und A‘* die Summe von (9a) über 
Ny, Ng, allein, die infolge vo. „= sich schreiben läßt 
A‘* n, (1 — cos + G2 Mz + Ms)). (10a) 


M 


(10) ist nur zu erfüllen, falls 


det |A** — 6'* = 0 (11) 
3) Dabei ist benutzt = ‚was z. B. aus (4) folgt: ~* 
4) Für die weitere Rechnung empfiehlt es sich, (8) reell zu schreiben 
8, = becos (q RX, — wt— gy) (8a) 


mit reeller Amplitude 6 und einer Phasenkonstanten ¢,. 
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gilt). Aus (10) und (11) läßt sich der Zusammenhang von q, w* und e entnehmen. 
Da nur reelle Größen eingehen und A‘ * symmetrisch ist, werden auch die Polari- 
sationsvektoren e reell. 

Zur Auswertung der Beziehungen (10) und (11) ist eine genauere Kenntnis 
des A‘* unerlaBlich. Diese läßt sich aber nur gewinnen, wenn man von dem hier 
betrachteten allgemeinen kubischen Gitter zu einem speziellen Gittertyp übergeht. 


Die folgenden Ausführungen beziehen sich daher auf den Spezialfall des kubisch- 
raumzentrierten Gitters 


III. Anwendung auf das Gitter I 
Entsprechend den Ausführungen im I. Abschnitt braucht man bei der Be- 


rechnung der 4A'* nur die Wechselwirkung eines Atoms mit seinen unmittelbaren 
Nachbarn zu betrachten. Beim kubisch raumzentrierten Gitter /%', dessen Ele- 
mentarzelle in Abb. 1 dargestellt ist, hat 2 8 

man in der unmittelbaren Umgebung des am 
Atoms im Ursprung 8 Atome im Abstand 6 


a 3/2 mit den n,-Werten (+4, +3, +3), 


ferner 6 Atome im Abstand a mit den n,- 
Werten (+1,0,0), (0, +1,0) und (0,0, +1), 
ferner 12 Atome im Abstand ay2, 24 Atome 
im Abstand a yuı /2, 8 Atome im Abstand 


a y3 usw. Berücksichtigt man nur die beiden rn 
ersten Gruppen dieser Nachbaratome, so 


findet man als deren Beiträge zu den A‘* R > 
nach (10a), sofern man noch zur Abkürzung : Gruppe,an : Gruppe, y't3} 


Pp, = aq,l2 (12) @: » „Hal é: 6) 


setzt, folgende Werte: Abb. 1. Teretseedee des kub. rz. 
Gitters 7%’. Die Nachbarn des Gitter- 

x) Bei den 8 nächsten Nachbarn mit  punktes (000) sind mit Rücksicht auf 
=+4,%,= +4,n,;= +4(der Gruppe ihre Lage zu diesem Punkte zu Grup- 

a a gilt aus Symmetriegriinden (vgl. (4) pen zusammengefaßt. Die Ziffern ober- 


und (5)) unter Einführung einer abkürzenden 


(000) (100) 


— % — (- * He. (13) 


Daraus ergibt sich nach (10a) 
Ala) = (1 — cos p, cos COs ps) 
8 
Ate) = m sin ?, sin 9, COS ps5. 


Und analoge Formeln mit den gleichen Werten von x, und x, gelten bei entspre- 
chender Vertauschung des Indizes auch für die übrigen A. 


5) Diese kubische Gleichung liefert: i. a. 3 Werte w} (¢ = 1, 2,3). Die zugehörigen 
e, sind, wie unmittelbar aus (10) durch kurze Rechnung folgt, orthogonal zueinander. 


= 
| 
(7) 
(8) 
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ß) Bei den 6 übernächsten Nachbarn, bei denen eines der n, den Betrag 1 
hat und die beiden übrigen identisch null sind (Gruppe „ß“), gilt aus Symmetrie- 
gründen: 

Vi1,0,0 = — Vos10= Voos1 = —% = & (14) 
Daher wird hier 


1 4 
Ai = = ~ isin? p, + (x3 — x,) sin? | 


Ai = 0. 
Die A** erhält man nun gemäß ar Aka, + Ajj. Führt man dann noch eine 
Matrix c'*® ein an Stelle der in (10) vorkommenden A‘ * — §‘* 2 durch 
ik _ (gik 
(15) 
und setzt zur Abkürzung 
HH ‘ 
und 
“4 (1 — cos Py 608 p, pa) — Li sin? p,, (17) 


wobei z außer von w? noch symmetrisch von den p; und damit vom Ausbreitungs- 
vektor q abhängt, so erhält man 
—z sinp,sin?,cosp, sin Pp, sin 9, COS 9, 
— !sinp, sinp,cos?, p,—z sin p, sin cos (18) 
SiN P, P, SiN P,;COSP, Sin? 
Die (11) entsprechende Gleichung det c'* = 0 liefert zu vorgegebenen 7, (d. h. 
zu vorgegebenen q) die 3 Eigenwerte z, aus denen mittels (17) zugehörigen 
Frequenzen entnommen werden können. Anschließend ließe sich aus 


nach (10) der Zusammenhang von e und q bestimmen. Es ist fiir das kub. p-- 


Gitter bezeichnend, daß in diesen Zusammenhang nur eine einzige Materialkon- 


stante x, eingeht. 


IV. Frequenz und Fortpflanzungsgeschwindigkeit. Dispersion der Gitterwellen 


Die kubische Säkulargleichung für z läßt sich ohne zu großen Rechenaufwand 
nur für gewisse Sondeıfälle, nicht aber im allgemeinen Fall lösen. Doch kann man 
aus der Gleichung det c' * — © unmittelbar die Summe z, + 2% + 2, der 3 Wurzeln 
entnehmen: 

3 
Si sin? 7,. 


Dementsprechend erhält man für die Summe der 3 w*-Werte aus (17) 


wh + + + 20) Fi sin? p, + (1 — cos p,cos p, cos (19) 


Führt man schließlich statt der Frequenzen die zugehörigen Laufgeschwindig- 
keiten ein vermittels 


Cy = (20) 
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so wird das mittlere Geschwindigkeitsquadrat gleich 


_ Im + 2 $7; 8%, 1 — 008 pı 008 pa 008 75 (21) 
3 ax 3m ¢ m ¢ 


Man überzeugt sich leicht, daß c}, für sehr kleine p,, d. h. für große Wellenlängen, 
den von der q-Richtung unabhängigen Wert 


2 
= 5m ++ 2m) (21a) 


annimmt und auch für kleinere Wellenlängen nicht allzu stark von dieser Richtung 
abhängt. Ferner sinkt c,, mit abnehmender Wellenlänge, d. h. mit zunehmendem 
q, ab. 

Betrachtet man ein polykristallines Medium und mittelt über alle Orien- 
tierungen der Kristallite, was auf das gleiche hinausläuft, wie eine Mittelung 
über alle q-Richtungen bei festgehaltenem Betrag g, so kommt man von (21) 
zur Formel 


Dabei ist F, (p) = a (1 — sin p/p) mit der in der vorhergehenden Mitteilung ein- 


geführten Funktion F, (p) identisch. Sie fällt vom Wert 1 für p = 0 monoton ab. 
Entsprechend wird ‚auch. ch, mit abnehmender Wellenlänge kleiner ®). 

Es steht nunmehr zu vermuten, daß es unter Umständen in erster Näherung 
statthaft sein wird, die p-Abhängigkeit vonc?, nach (22) auch auf die c? einzeln zu 
übertragen und mit einem Dispersionsansatz der Form 


"d=d, (23) 
zu rechnen, wobei | eine Konstante etwa im Intervall 


sısı 


bedeuten soll und c;, der Grenzwert von cj für den Fall langer Wellen, also für 
p< 1, ist. Wenn auch cj als Funktion von q sicherlich nicht ein Pro- 
dukt zweier Faktoren ist, von denen der eine nur die Abhängigkeit 
von der Richtung, der andere nur die von der Wellenlänge enthält, 
so wird doch cj oder zumindest der Mittelwert a durch (23) zwar 
grob, aber vermutlich brauchbar wiedergegeben und der Dispersion 
der Wellen in einfacher Weise Rechnung getragen. 


6) Um das Verhalten von 2(1—cosp, cos p, cos p;)/p? und 2 sin? p;,/p* über- 
blicken zu können, sollen hier diese Funktionen längs der Geraden Ursprung-(100), 
Ursprung-(110) und Ursprung-(111) dargestellt werden: 


2(1— cos p, cos p, p,)/p? i sin? p,/p* 
1. (000) — (100): Fo F,(2 p) 
2. (000) — (110): F,(p V2) F,(p V2) 


3. (000) — (111): [3 F, (pV3) + F, (pV3/3)] =F, V3) 


F,(p) = 2(1— cos p)/p? ist ebenfalls in der vorigen Mitteilung eingeführt und gezeichnet. 
In dem hier in Frage kommenden p-Bereich sinkt F, ebenfalls vom Werte 1 bei p = 0 
monoton ab. Dasselbe gilt für die beiden untersuchten Funktionen: Im Fall 1 sinkt 
2(1— cos p, COs p, co8 p,)/p? schwach, & sin? p,/p? dagegen stark ab; im Fall 3 ist es genau 
umgekehrt; Fall 2 zeigt beide gleich. 
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V. Kopplungskonstanten und Elastizitätsmoduln 


Nachdem der Einfluß der Dispersion hiermit näherungsweise erfaßt ist, soll 
nun der Grenzfall langer Wellen behandelt werden, um in die Abhängigkeit der 
c? und e von der Richtung von q einen Einblick zu gewinnen. Es ist dazu zunächst 
notwendig, die Kopplungskonstanten x, bis x, mit den aus der Elastomechanik 
bekannten elastischen Konstanten des betreffenden Metalles in Beziehung zu 
bringen. Zu diesem Zweck wird (17) und (18) angewendet auf den Fall langer 
Wellen, d. h. 9, = a q,/2 <1; die entstehende Martix wird dann mit der aus der 
Elastomechanik verglichen. 

Für p<1 wird, wenn man wieder die Wellengeschwindigkeit c = w/q ein- 
führt, in erster Näherung 


_ (me 

und damit 
+ mc? 
fora + (45 Al, qh Ys 
ik a? + mc 
= = (“5 in q 9293 (18a) 
2 
93 92 93 + 77 a) q’. 


Die entsprechende Matrix der Elastomechanik lautet, wenn als Parameter die 
drei Voigtschen Elastizitätsmoduln c,,, Cy, C4, verwendet werden: 


C11 — Cua 2 
h 99 Cat Cya + H+ Cay T: 


o bedeutet dabei die Dichte. Im Falle eines isotropen Mediums gilt ¢,, — cu = 
Cig + Cy. Vergleich von (18a) mit (18b) liefert unmittelbar 


Ci — Cas 
Cie + Cu 


(16a) 


=> 
und ferner 


m 
2%, = (Cig + 64) (Cir — 64). (24) 
Diese Gleichungen stellen die Beziehungen zwischen den Kopplungskon- 
stanten x, und den Voigtschen Parametern c,, dar. Den 4 Konstanten x, stehen 
nur 6 Parameter c,, gegenüber; es verbleibt also eine Unbestimmtheit; im beson- 


deren läßt sich das Verhältnis ~,/(x, + %,), auf das man bei weitergehender Ver- 


folgung der Gedanken des Abschnitts IV stoßen würde, auf dem hier eingeschla-: 


genen Wege nicht ermitteln. Es ist jedoch anzunehmen — vgl. das am Schluß von 
Abschnitt I Gesagte —, daß der Zahlenwert von x,/(x, + x,) bei den meisten hier 
betrachteten Metallen recht klein sein wird, Im Grenzfall langer Wellen macht 
sich die Unbestimmtheit naturgemäß nicht bemerkbar, da nur die bekannten 
Größen %,, x, + x, und x, — x, in (18a) eingehen. 
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VI. Grenzfall langer Wellen’) 


In diesem Grenzfall ist es möglich, einige Beziehungen zu gewinnen, die den 
angestrebten Überblick über den Zusammenhang von q, w und e sehr erleichtern. 
In einem isotropen Medium gibt es bekanntlich zu jedem q eine longitudinale und 
zwei transversale Wellen. So einfach liegen die Dinge bei den anisotropen kubi- 
schen Kristallen zwar nicht, doch stehen die Erscheinungen trotz ihrer kompli- 
zierteren Natur noch in starker Parallele zum einfachen Schema des isotropen 
Mediums. 

Es gilt, das zur Matrix (18a) gehörige Gleichungssystem 

3 . 
(a) 
aufzulösen. Für den isotropen Fall x, = 1 ist dies unmittelbar möglich, wobei 
man auf eine longitudinale und zwei transversale Wellen kommt. 

Im Fall x, # 1 werden die Betrachtungen umständlicher. Hierbei erweist es 

sich als zweckmäßig 


%—2 % + % m c? 
zu setzen®), wodurch (a) übergeht in 
3 =0 für i=1,2,3. (c) 
k=1 


Ersichtlich muß bei endlichem «, die Summe Z e,q, + 0 sein, sofern man von ge- 
wissen speziellen Werten von q {41 929} absieht. Transversalität tritt im allge- 
meinen anisotropen Fall daher nur als Ausnahmefall auf?). 
(c) besitzt die formale Lösung 

Multipliziert man hier mit g; und summiert a 2, so kommt man nach Kürzung 
durch Se, q, zur Lösbarkeitsbedingung 


welche als algebraische Gleichung 3. Grades in £ bis auf einem Faktor mit 
det c'* = 0 identisch ist und die zu den drei Lösungen gehörigen £-Werte liefert. 
Andererseits erhält man aus (d) durch Quadrieren und Summieren über 7 wegen 


3 q 
(Sn) = + (f) 


womit auch die e,-Werte nach (d) allein als Funktionen der Komponenten von q 
und der aus der Lösbarkeitsbedingung folgenden ¢-Werte gegeben sind. 

Die Beziehung (f), in der links g? mal dem Quadrat des Casinus des Winkels 
zwischen e und q steht, läßt sich vermittels (e) wesentlich einfacher darstellen. 


?) Die Betrachtungen dieses und des folgenden Abschnittes gelten auch für das 
kub. flz.-Gitter 7, und das allgemeine kubische Gitter I",; auch die speziellen Annahmen 
über die Kopplung (s. Abschnitt III) sind hier überflüssig. 

8) Im isotropen Fall wird x, — co. Je größer die „Isotropiekonstante‘‘ x, ist, desto 
weniger machen sich die Einflüsse der Kristallstruktur bemerkbar. 

®) Vgl. dazu Anm. 12 v. S. 89. 
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Faßt man bei festgehaltenem q den zunächst als Materialkonstante festliegenden 
Wert a, als Funktion von £ auf (vgl. Abb. 2), so erscheint die Bildung da,/d£ aus 
(e) sinnvoll: 


Die Summe rechts stimmt nun aber genau mit der Summe in (f) überein, so daß 
diese Beziehung auch in der Form 


angeschrieben werden kann. Wie man sieht, kommt esalso auf die Steigung 
der Kurve %,(£) an, und zwar genau in den drei Punkten, welche den 


AQ, fiir das betreffende Material’ 
} charakteristischen Wert 
vona, als Ordinatenwert be-. 
ar sitzen. 
Ri Zur Diskussion von &,(£) sei 
zunächst die Beziehung (e) als 
st algebraische Gleichung in £ hin- 
geschrieben: 
+ 
+ = 0. (25a) 
N! (25a) läßt sich explizit nach oa, 
auflösen: 
1, (2b 
Xe ( ) 
2 2 163 I Dabei sind die zur Abkürzung’ 
2.3.3 ı V2 3 4 5 eingeführten Größen 
= 3G + + 
| = 27919 95/9° 
-2r symmetrische Funktionen allein 
| der q,. In Abb. 2 sind speziell 
J V1 = 3/5, ye= 27/105 gewählt 
Rn worden, welche sich aus diesen 
Beziehungen durch Mittelung 
über alle Richtungen von q er- 
geben. 
-6} &,(£) besteht aus 3 Zweigen 


(mit I, II, III bezeichnet). Zu 


_ (des | (25) 


Abb. 2. Die drei Zweige (I, II, III) der Funktion 
&%,(C). Der Zeichnung liegen die angegebenen Werte 
zugrunde Für jedes a, = const aus 


2 < a, < oo lassen sich die 3 Eigenwerte ¢ und 
die zugehörigen A? = (q e)?/q? unmittelbar ablesen. 
Zu I und II gehören nahezu transversale, zu III 
eine fast longitudiale Welle, wie aus der Steigung 
der Kurve in den drei Zweigen ersichtlich ist 


jedem &, gibt es, drei £-Werte, 
wie auf Grund der kubischen 
Säkulargleichung zu erwarten 
war. Die zu I und II gehören- 
dden Wellen verhalten sich 
nahezu transversal, wie ein 
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Blick auf die Steigung der Kurve in dem in Frage kommenden 
Bereich a, >2 lehrt. Zu III gehört dagegen eine fast longitudinale 
Welle. Das Gesagte bleibt auch für die überwiegende Mehrzahl der anderen 
möglichen Kombinationen y,, y, gültig. 

Die Abbildung wird charakterisiert durch folgende Größen!P): 


Nullstellen: €=1+ yl —yı und {=0 
Unendlichkeitsstellen: €=y, + Vvi-V 
Asymptote: a, = —¢€+ 2(1—,). 


Bei festem y,, ya wächst (q e)?/g? für die Transversalzweige monoton mit ab- 
nehmendem «,: Die Abweichungen vom Verhalten rein longitudinaler bzw. rein 
transversaler Wellen nehmen also monoton mit der Anisotropie zu, falls man diese 
vermittels x, charakterisiert (s. dazu Abschnitt VII). - 

Damit ist es gelungen, die durch den Grad der ihn bedingten 
Schwierigkeiten zu einem erheblichen Teil zu umgehen und über das Verhalten 
elastischer Wellen gerade auch bei stark es ug Medien einen verhältnis- 
mäßig einfachen Überblick zu gewinnen. 


VII. Die charakteristischen Parameter a, ß,. Numerische Ergebnisse 

Die Frage nach dem Zusammenhang von q, e und w ist gelöst, falls die Rich- 
tungsbeziehungen zwischen e und q und die Fortpflanzungsgeschwindigkeit als 
Funktion von q bekannt sind. Im Grenzfall langer Wellen wird der erste Teil der 
Frage weitgehend durch (25), (25a) bzw. (25b), der zweite durch (23) und (VI,b) 
zusammen mit (25a) beantwortet™). Führt man nämiich in die c-Formel (VI,b) 
die Werte (24) für die x, ein, so ergibt sich die Beziehung 


= (1 —¢- mit c> = cu/o, (26) 


wobei zu jedem der drei ¢-Werte ein anderer c%-Wert gehört (im folgenden mit 
Cioo, Caco und c3o bezeichnet)'2). Dabei wird die neue Größe ß,, sowie auch die 


10) Es ist zu beachten, daß y, und y, nicht völlig willkürlich vorgegeben werden dürfen. 
Aus der Definition folgt 0 < y,< y,< 1. Darüber hinaus gilt jedoch, wenn man y, 
irgendwie aus 0 < y, < 1 wählt, dab: Ya > 0 dann liegen muß zwischen den Schranken: 

(Ya) Grenze 3 (1 Yı) 2 (1 
das positive Zeichen gilt fiir die obere, das negative fiir die untere Grenze. 

11) Auf die genaue Ermittlung der Lage der Polarisationsvektoren e in bezug auf 
die Kristallachsen wird hier verzichtet. Es steht zu vermuten, daß die Aussagen über 
den Zusammenhang e, q auch für kürzere Wellen noch in grober Näherung gelten, so daß 
der Einfluß der Dispersion sich fast ausschließlich nur im Absinken der c-Werte nach (23) 
bemerkbar macht. Damit ist ein allerdings stark vergröbernder Gesamtüberblick über die 
Beziehungen zwischen q, w und e für beliebige Wellenlängen gewonnen. 

12) Für drei ausgezeichnete q-Lagen seien die zugehörigen ¢ und c? angegeben: 

a) q in eine Kristallachse: = 0, = 2— d.h. = 04/9 c§ = 
b) q in die Diagonale einer = 3/2, (=0, ¢,=(1—2.,)/2, 
Cf = CF = + N + 2 Cy4)/2 0, 
c) 4, in die Raumdiagonale: Cig = C2 + Cqa)/3 0, 
= (Cy + + 0. 
Besonders geringe Werte von C00 treten auf für i i=1im Fall b). Für Alkalien sinkt 
Cigg auf etwa 1/, seines Wertes in den drei Achsenrichtungen ab. Für diese Sonderfälle 
a, b, c sind die Wellen übrigens alle streng longitudinal bzw. transversal. 
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Au AgCu KNa Li 


ER 400 
0 020 040 060 080 1,00 


---- = const Temperatur- 
veränder- 
B,= const  jichkeit 


Abb..3. Die charakteristischen Punkte ver- 
schiedener Metalle im c;,-Diagramm. Metalle, 
die derselben Gruppe des Periodischen Sy- 
stems angehören, erscheinen jeweils etwa 
auf einer Geraden f, = const angeordnet. 
Bei Erhöhung der Temperatur verschiebt 
~ sich der charakteristische Punkt eines 
Metalles allem Anschein nach ebenfalls an- 
nähernd entlang einer solchen Geraden 
(Kennzeichnung durch kleine Pfeile) 


Li, Na, K, Cu, Ag, Au, Al, W, Fe nach 
Blackmann 
Na: Quimby and Siege] Al: Goens 


Dazu seien die numerischen Werte der ß, 
angegeben: 


Li | Na K | Cu | Ag 
By | 1,744 | 1,750| 1,:60| 


Au Al w Fe 
B, | 1,30 | 0,5865| ~0 | 1,16 


|Na,00| 


B, | 1,72 | 1,73 


4 
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durch (VI, b) definierte Größe «,, bei 
Einführung der Voigtschen elasti- 
schen Konstanten gegeben durch 


— C4 + Cat 20 
_ + + 2 
= 


C44 


(27) 


Von diesen beiden Größen 
geht allein a, in das charak- 
teristische System und die Sa- 
kulargleichung ein. Die Eigen- 
werte € und der Zusammenhang 
zwischen e und q sind nur vona, 
abhängig. ß, dagegen bestimmt 
fast die gesamte Richtungsab- 
hängigkeit von Cig, und zur 
Hauptsache auch von 5%). 


Beide Parameter sind demnach ein 
Maß für die Anisotropie des betreffen- 
den Kristalles; diese durch eine ein- 
zige Größe zu beschreiben, ist daher 
i. a. nicht möglich. &, und ß, dürfen 
jedoch andererseits nicht immer völlig 
unabhängig voneinander vorgegeben 
werden, wie man aus Abb. 3 oder 
besonders deutlich im Falle der Iso- 
tropie Cy — = Crp + cu ersehen 
kann; diese eine Bedingungsgleichung 
zieht nämlich sowohl a,—>oo als 
auch ß,—0 notwendig nach sich. 


In Abb. 3 sind mit ¢,,/c,; als Or- 
dinate und Cy,/c,, als Abzisse die 
Geradenscharen «,= const. bzw. 
B, = const. gezeichnet. Jedem Kristall 
entspricht ein Punkt des Diagramms. 
Fiir die 9 Metalle Li, Na, K, Cu, Ag, 
Au, Al, W, Fe sind diese charakte- 
ristischen Punkte eingetragen"). Die 
Gerade ist singular’). Die 
meisten Punkte liegen innerhalb eines 
relativ engen Bereiches. 


13) Die Abhangigkeit der Longitudinal- 
geschwindigkeit von der Richtung ist 
sowieso i. a. erheblich schwächer als die 
der Transversalgeschwindigkeit. 

Fußnoten 1) und 2) s. 8. 91. 
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Die Auffassung, daß ß, tatsächlich eine für den betreffenden Stoff außer- 
ordentlich charakteristische Größe darstellt, gewinnt durch das Ergebnis der Ein- 
tragungen weiter an Wahrscheinlichkeit: Die jeweils zur gleichen Gruppe 
des Periodischen Systems gehörenden Metalle Li, Na, K bzw. Cu, Ag. Au 
erscheinen in gesetzmäßiger Folge etwa entlang den Geraden pf, = 
const. aufgereiht! - 

Und noch eine weitere Gesetzmäßigkeit scheint mit ß, verknüpft zu sein: 
Die c;, sind Funktionen der Temperatur; streng genommen ist jedem Medium also 
nicht ein einzelner Punkt, sondern eine Linie zugeordnet. Aus den wenigen 
Meßdaten (nur Alund Na) scheint nun hervorzugehen, daß diese Linien 
allem Anschein nach etwa mit Geraden ß, = const. zusammenfallen 
(s. Abb. 3, Pfeilrichtung wie zunehmende Temperatur) !®). 

Nachstehend sollen nun einige numerische Ergebnisse mitgeteilt werden. In 
der Tabelle sind außer den elastischen Konstanten c; = c,,/0, &,, ß, und den Größen 
x, und 1—ß,/2 noch die Eigenwerte £, und X; = (e, q)?/q* für die vier Metalle 
Li, Na, K, Al enthalten; die ¢; und A, gehören dabei zu solchen q-Vektoren, die 
‘den — über die Kugeloberfläche |q| = const. gebildeten — Mittelwerten y, = 3/5, 
Yy, = 27/105 (s. Abb. 2) entsprechen. Die mit diesem £, berechneten c;„-Werte 


14) Die verwendeten experimentellen Daten seien hier zusammengestellt: 
Cyy | | | T° IK] Autor 
Li 1,53 | 0,778) 0,868 11,4 0,545 | 0,279] 0° 

Na 0,972! 0,853 | 0,596 al | 10,82 | 0,575 0.262 | 293° \Goens 


K 0,447 | 0,861} 0,582 Na | 0,975| 0,798} 0,634) 90° | Bender 
Cu 18,6 | 0,73° | 0,44 Naf | 9608 | 0,762 | 0,975 | 80° ee 


Ag 12,0 0,75 | 0,37 0,555 | 0,766 | 0,887 | 210° Siegel 

Au 19,0 0,84 | 0,233 Na 0,52 | 0,77 | 0,79 Lonsdaleu. Smith 
Al 10,8 0,59 | 0,29 K 0,459 | 0,812} 0,574| 77° | Bender 

WwW 51,2 0,40 | 0,298 Al 0,57 | 0,26 zit. b. Jahn, Na- 
Fe 23,6 | 0,595 | 0,481 ture 147 


in 10% dyn/em? 
Die linke Tabelle ist zitiert nach Blackman, Proc. Roy. Soc. London 164, 62 (1938). 
Die Werte der c,, der Alkalimetalle sind die von K. Fuchs berechneten. 

15) ci, wird für die Medien auf dieser Geraden zu null, wenn q in die Diagonale einer 
Grundebene fallt (Fall b von Anm. 1). 

16) Dies ist die nachträgliche Rechtfertigung der in der vorhergehenden Mitteilung 
benutzten Annahme: 2; = 1— {,: ß,/3 ist unabhängig von der Temperatur; denn auch 
¢; ist, wenigstens für die Transversalzweige (i = 1,2) von a, und damit von 7’ nur sehr 
schwach abhängig. 

Die c;„, hängen von T im wesentlichen also nur über cj = c,,/o ab. Nach allen vor- 
liegenden Messungen verhält sich c,,(T) nahezu linear (s. insbesondere Quimby und 
Siegel für Na); durch Extrapolation erhält man daraus für das Verhältnis ¢3(0)/ci(7’,) 
bei 0°[K] und beim Schmelzpunkt 7, den Wert 1,75 für Na. In Anbetracht der Ähn- 
lichkeit der Alkalimetalle soll dieser Zahlenwert auch für Li und K als einigermaßen zu- 
treffend angenommen werden. Vgl. dazu Siegel und Cummerow, J. chem. Physics 8, 
847 (1940): Für Pb (Youngscher Modul), Al (Rigiditi Modul) und Na (c,,) werden die 
angeführten Moduln Me/M:,, mit © = T/T, als Funktion von © graphisch dargestellt 
auf Grund von Messungen verschiedener Autoren. Diese 3 Kurven unterscheiden sich 
kaum, obwohl die Metalle an völlig verschiedenen Stellen des Periodischen Systems 
stehen. Für alle drei gilt M,/M, S 2,0. 

An dieser Stelle sei auf die erheblichen Schwierigkeiten hingewiesen, die bei der ex- 
perimentellen Bestimmung der c,, zu überwinden sind (nur Messungen an Einkristallen 
sind brauchbar!). Berücksichtigt man dies, so ist die Übereinstimmung mit den berech- 
neten c,, von Fuchs i. a. befriedigend. 
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geben einen ersten Anhaltspunkt für die c?,, und 1/c}o (ebenfalls Mittelwerte über 
alle Richtungen von q). In der Tabelle sind allerdings nicht diese cj, selbst, 
sondern die Größen x; = 1— €, ß,/3, die gemäß (26) mit dem Verhältnis c>,,/c5 
identisch sind, dargestellt. c, ist dabei gleich der Geschwindigkeit solcher Trans- 
versalwellen, die sich in Richtung der Kristallachsen fortpflanzen. Die Werte gelten 
für 0° 


| Og Bs % 1—f,/2 | Ce | 
Li 24,9 2,26 1,747 0,0803 0,128 1,143 0,298. | —L710 
Na 5,97 3,16 1,755 0,278 0,123 1,086 0,293 | —2,550 
K 3,02 3,22 1,763 0,289 0,1195 1,083 0,293 | —2,600 
Al 11,60 [14,55 | 0,588 0,807 0,707 0,964 0,284 | —1,3,77 
1010 em?/sec? 
Li 0,080 0,0074 0,913 0,335 0,826 2,00 
Na 0,046 0,0038 0,950 0,365 0,828 2,49 
K 0,045 0,0037 0,951 0,365 0,826 2,53 
Al 0,0036 | 0,0002 0,996 0,811 0,945 3,69 


Die Spalte 1— ß,/2 gibt an, auf welchen Bruchteil von cj die Größe cj, ab- 
sinkt, wenn q in die Diagonale einer Grundebene fällt. Die Werte a, und ß, zeigen 
deutlich, daß die Alkalimetalle sehr stark anisotrop sind, während Aluminium 
einem isotropen Medium erheblich nähersteht. An den A; erkennt man sehr gut 
den. nahezu longitudinalen bzw. transversalen Charakter der Wellen. Die stärksten 
Abweichungen treten bei Lithium auf. Die Anisotropie äußert sich also, wie man 
sieht, hauptsächlich nur in einer Richtungsabhängigkeit der Schallgeschwindig- 
keiten und dem Auftreten zweier verschieden schneller ,,Transversalwellen“ ®). 


v Zusammenfassung 


1. Die Bewegungsgleichungen für ein aus Atomen gleicher Art bestehendes 


Gitter mit kubischer Symmetrie, dessen Atome ‚kleine‘ Schwingungen um ihre 
17) Hier seien noch einige weitere Zahlengrößen angegeben, die in der vorhergehenden 
Mitteilung wesentlich verwendet worden sind. x, charakterisiert dabei eine mittlere 
Transversalgeschwindigkeit cp gemäß er = tp und ist definiert durch 1/2, = (1/x, + 
1/x,)/2, x, = a, die Longitudinalgeschwindigkeit c,. coo bedeutet hier, einen Mittelwert 
aus allen drei Geschwindigkeiten gemäß 1/¢2,, = (1/2, + 1/x_ + 1/x,)/3 cö. m ist die Masse 


des Atoms, k dieBoltzmannsche Konstante und T eine ganz dicht oberhalb des Schmelz- 
punktes liegende Temperatur. Die letzten drei Spalten sind gemäß Anm. 16 v. S. 91 
auf die Temperatur des Schmelzpunktes umgerechnet: c;(0)/c; (T, ) = 1,75. Die x sind 


temperaturunabhängig. 
ae kT &T kT 
me m ch M Ceo 
Li 0,478 2,00 1,57 0,0398 0,0835 0,0625 
Na 0,507 2,49 1,47 0,0393 0,0771 0,0578 
K 0,507 2,53 1,47 0,0420 0,0830 0,0618 
Al 0,873 3,69 0,855 0,0450 0,0515 ° 0,0385 


18) Es sei nochmals daran erinnert, daß die Aussagen der Abschnitte VI und VII 
für beliebige kubische Kristalle gelten, unabhängig von dem speziellen Gittertyp (I', 
I; oder I,’), der ihnen zugrunde liegt. Auch die Zahl der bei der Kopplung berück- 
sichtigten Nachbarn spielt keine Rolle; die dadurch bewirkten Unterschiede fallen beim 
Übergang zum Grenzfall langer Wellen heraus. 
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Ruhelagen ausführen, werden unter Berücksichtigung der Kopplung eines jeden 
Atoms mit beliebig vielen Nachbarn durch ebene fortschreitende Wellen gelöst; 
das dabei aufgestellte ,,charakteristische System“ vermittelt den Zusammenhang 
des Ausbreitungsvektors q, tes Polarisationsvektors e und der Frequenz w der 
Welle. 

2. Speziell für das kubisch raumzentrierte Gitter Ij’ wird dieses System aus- 
führlich hingeschrieben; die direkte Kopplung wird dabei nur zwischen einem so 
kleinen Kreis benachbarter Atome als wirksam angenommen, daß nicht mehr 
interatomere Kopplungskonstanten auftreten, als sich aus den 3 elastischen Kon- 
stanten erzechnen lassen (hier wird die Kopplung eines Atoms mit seinen 14 näch- 
sten Nachbarn berücksichtigt); der Zusammenhang dieser (Voigtschen) Para- 
meter ¢,, mit den Kopplungskonstanten x, wird angegeben. 

3. Die Abhängigkeit der Fortpflanzungsgeschwindigkeiten von der Wellen- 
länge läßt sich durch einen zwar stark vereinfachenden, das Wesentliche jedoch 
wahrscheinlich zutreffend wiedergebenden ‚‚Dispersionsansatz‘ erfassen, nach 
dem der Betrag der Geschwindigkeiten mit wachsendem g = 2r/A monoton 
abnimmt. Dem — vermutlich schwächeren — Einfluß der Dispersion auf den 
Zusammenhang e — q wird hier nicht nachgegangen. 

4. Im Grenzfall langer Wellen entsprechend den Schallwellen der Elaston- 
mechanik, in dem die Einschränkung hinsichtlich der Kopplung (s. 0.) und die 
Spezialisierung auf das Gitter /% überflüssig ist, gibt es in kubischen Kristallen — 
analog zu den Verhältnissen in isotropen Medien — zu jedem Wellenvektor q 
einen „Longitudinal‘“- und zwei ,,Transversal‘‘zweige mit i. a. nahezu longitu- 
dinalen bzw. transversalen Wellen. Die Lösungen £, der Säkulargleichung hängen 
— bei fest vorgegebenen gq — von der ,,Isotropiekonstanten“ & = (¢ + 26a + 
Cas)/(— En + Crp + 204) ab; — dE/dx, ist dabei mit dem Quadrat des Richtungs- 
cosinus zwischen q und e identisch. Für die Transversalzweige hängen die ¢,; nur 
schwach von a, ab. 

5. Ein kubischer Kristall wird in seinem akustischen Verhalten zweckmäßig 
durch die 3 charakteristischen Parameter c,,&, und B, = (—¢y + Cig + 2044)/Cay 


‚charakterisiert. c,, bestimmt dabei den Absolutwert von c,, wobei c, die Geschwin- 


digkeit der Transversalwellen in Richtung der Kristallachsen bedeutet und als 
Bezugsgröße verwendet wurde. Die Eigenwerte ¢; sowie der Winkel zwischen q 
und e hängen nur von «, ab. Und schließlich gibt ß, im wesentlichen die Richtungs- 
abhängigkeit der Fortpflanzungsgeschwindigkeiten. Die Größe ß, scheint unter 
den elastischen Konstanten insofern besonders bemerkenswert zu sein, als sie 
für Metalle, die derselben Gruppe des periodischen Systems angehören, annähernd 
gleiche Werte besitzt und eine besonders geringe Temperaturabhängigkeit zeigt. 
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Spiegelsysteme streifenden Einfalls als abbildende Opetien 
für Röntgenstrahlen') 


Von Hans Wolter 
(Mit 19 Abbildungen) 


Inhaltsübersicht 


Als Optiken zur Röntgenstrahlmikroskopie eignen sich Systeme von total- 
reflektierenden Spiegeln, die bei Hebung der sphärischen Aberration für einen 
Achsenpunkt zugleich die Abbesche Sinusbedingung bis zu Aperturen 0,05 be- 
friedigend erfüllen. Für die Lebenduntersuchung biologischer Objekte empfehlen 
sich Wellenlängen um 24 A, die im Wasser wenig, aber in kohlenstoffhaltigen oder 
stickstoffhaltigen Stoffen stark absorbiert werden. Mit diesen weichen Strahlen 
ist eine Steigerung des Auflösungsvermögens gegenüber dem Lichtmikroskop um 
mindestens eine Größenordnung unter Verwendung der hier beschriebenen Op- 
tiken zu erwarten. 


1. Schwierigkeiten der Schattenmikroskopie 


Neben dem Elektronenmikroskop und dem Lichtmikroskop wünschen wir uns 
ein hochauflösendes Mikroskop für die Beobachtung lebender Objekte, also ein 
Mikroskop, das die Objekte unter Luftdruck mit einem — z. B. um eine oder 
mehrere Größenordnungen — gegenüber dem Lichtmikroskop gesteigerten Auf- 
lösungsvermögen beobachten läßt. 


Für das Ultraviolettgebiet mit Wellenlängen um 1200 Ä ist zwar die Luft in 


dünnen Schichten durchlässig; aber die noch recht große Wellenlänge erlaubt 


keine Verbesserung der Auflösung in dem erwünschten Ausmaß. 


Unter den objektschonenden Strahlungen erscheint daher allein die Röntgen- 
strahlung zur Lösung der Aufgabe geeignet; doch fehlen hier abbildende Optiken, 
und die Schattenmikroskopie gibt bisher recht schlechte Auflösung. Den Grund 
zeigt folgende Rechnung. Ver- 
langen wir von einem Röntgen- 
bx schattenmikroskop nach Abb. 1 


eine V-fache Vergrößerung und 
dL eine Auflösung der Strecke öx, 
Bann so ist die durch Beugung ver- 


Sa . „.' ursachte Winkelunschärfe dx ge- 
— Objekt Film geben durch . 


quelle 


T 
v T- 


Abb. 1. Zum Schattenmikroskop da ZA. (1) 


1) Vorgetragen auf der Tagung der Deutschen Phyikalichen Gesellschaft in Karls- 
ruhe am 20. September 1951. 
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Da es sich um das gerade noch aufgelöste dx handelt, ist die Auswirkung der Beu- 
gung selbst gleich dem Bild der noch aufzulösenden Länge 


T - dx =V- dx, also (2) 
| (3) 


Um diese prinzipiell mögliche Auflösung auch auszunutzen, muß der Durchmesser 
der Röntgenquelle öL hinreichend klein 


< dx | (4) 
sein. Bei der Forderung dx = 25 my müssen ÖL und die Strecken 7’, 7 die in 


Tabelle 1 angegebenen unbequem kleinen und bisher nicht realisierten Werte 
haben. Für die vor allem wichtigen weichen Röntgenstrahlen (siehe Abschnitt 9') 
müßten die Objekte der Antikathodenmembran geradezu aufliegen. Die kiirzerc: 
Wellen erfahren in dünnen biologischen Objekten keine merkliche Absorption 
und sind daher ziemlich uninteressant. 


Tabelle 1 ; 
Abmessungen eines Röntgenschattenmikroskops für die Auflösung einer Strecke dz = 25 mu 
Die Röntgenquelle selbst habe höchstens 25 mu Durchmesser - 
4 = Wellenlänge; V = Vergrößerung 


Fr 10 30 100 
= T:V<6u T:Vs6u 
T< 604 T < 180 u TS 600 u 
ER T:V<s12u T:V TVs 12h 
T<12u T<:6u T<120u 
T:Vs 034 T:Vs0,3y 0,34 
T<3u T<9u T<30 u 


2. Versagen der zwangsläufig nichtaplanatischen Einzelspiegel 
bei streifender Reflexion 


Der zweite denkbare Weg — Abbildung mittels Röntgenstrahlen — erscheint 
zunächst nicht erfolgversprechend, da brauchbare Optiken unbekannt sind; die. 
„Unmöglichkeit einer abbildenden Optik für Röntgenstrahlen“ spielt geradezu 
eine Rolle im festen Wissensbestand unserer Examenskandidaten. Nun hat aber 
bereits vor einigen Jahren Trurnit?) eine Art Abbildung mit einem Paraboloid 
erreicht. Wir werden darauf noch zurückkommen. Kürzlich hat Kirkpatrick*) 
unter Benutzung der von Nähring“) untersuchten Totalreflexion der Röntgen- 
strahlen einen erfolgversprechenden Versuch durchgeführt, eine Röntgenoptik 
aus zwei Hohlspiegeln aufzubauen, deren Rotationsachsen senkrecht aufeinander 
stehen. Die geringe Apertur, die schlechte Auflösung und auch die geometrisch 


2) Trurnit, Göttinger Nachr. Math.-Phys. Kl., 1946, S. 29. 

3) Kirkpatrick, Nature 166, 251 (1950). 

4) E. Nähring, Physik. Z. 31, 749 (1930). Die Kenntnis der Trurnitschen Arbeit 
verdankt Verf. Herrn Paul, Göttingen; und die der Kirkpatrickschen Arbeit Herrn 
Weidner, Hamburg, Universitätskrankenhaus. 
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optischen Bildfehler lassen Kirkpatrick mit Recht schließen,‘ daß vor der ex- 


perimentellen Arbeit nun zunächst Rechnungen über die optischen Eigenschaften a 
von Spiegelsystemen der betrachteten Art erforderlich sind. I 
i vern 
Han 
Entf 

ist; 
falle 

soll 
sein. 
Ging 
para 

ist 

daß 

Pun 

in 

Dur 

Ach 

geh« 

Nul 

ten; 

bed 

Par 

Abb. 2. ¢ ist das „Bild“ des Objektes b, entworfen von einer streifend reflektierenden Kni 
Zone des Paraboloids a 3 

spie 

selk 

in § 

Über die Ergebnisse solcher Rechnungen möchte Verfasser hier in erster Linie Da: 
berichten; doch schließen sie nicht an die Kirkpatrickschen Spiegelsysteme an, beli 

sondern betreffen eine neue Klasse von Spiegelsystemen aus streifend getroffenen \ 
Rotationsflachen gemeinsamer 

einfallender Rotationsachse. : Or’ 

{Strahl Ih: Prototyp ist das Rota- 
Strahl h ‘ tionshyperboloid nach Abb.2a, Ku 
das die von einem fernen Die 

Achsenpunkt ausgehenden Re 

Bereich der optischen Strahlen im Brennpunkt ver- ; 

Vorrichtung (Spiegel oder Linsen) einigt. Da nur fast streifende 

Abb. 3. Sinusbedingung für die Abbildung eines Röntgenstrahlen merklich re- un: 
unendlich fernen Objekts flektieit werden, kommt für for 

die Reflexion nur eine (hier fen 

stark gezeichnete) Pas aboloidzone in Betracht. Sie bildet zwar wie jede andere nal 
Zone des Paraboloids den unendlich fernen Achsenpunkt schaıf ab; aber a 
jeder außeraxiale Punkt, wie nahe er der Achse auch sein mag, wird nicht wei 
in einen Punkt, sondern in einen Kreis abgebildet, der soga:ı noch die Achse umfaßt. te 


i 


eX- 
iften 
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Aus einem Objekt nach Abb. 2b wird somit « ein „Bild‘“ nach Art der Abb. 2c, 
das keinerlei Ähnlichkeit mit dem Objekt hat’). 

Dieser als extrem starke Koma aufzufassende Bildfehier wird nach Abbe 
vermieden, wenn die ,,Sinusbedingung“ erfüllt wird. Sie sei hier geometrisch an 
Hand der Abb. 3 nur für den Fall formuliert, daß Objekt oder Bild in sehr großer 
Entfernung (rechts) liege. Abbes Sinusbedingung verlangt, daß 

Konstant ° (5) 
ist; d. h. die ,,Knickfliche“ (auf der sich die verlängerten achsenparallelen ein- 
fallenden Strahlen mit den rückwärts verlängerten ausfallenden Strahlen schneiden) 
soll eine Kugel um den Brennpunkt > 
sein. Diese bequem übersehbare Be- 


fingung (sie braucht nur fiir achsen- 


parallelen Einfall geprüft zu werden) i 
ist notwendig und hinreichend dafür, oaboloid als Hohlspiegel 
daß achsennahe Punkte wieder in “(zugleich Knickflache) 
Punkte abgebildet werden — genauer: 
in kleine Zerstreuungsfiguren, deren 
Durchmesser klein gegnüber ihrem 
Achsenabstand ist und für gegen Null 
gehenden Achsenabstand d selbst gegen 
Null geht mit mindestens zweiter Po- 
tenz von d. 


Ersichtlich ist die Abbesche Sinus- 
bedingung für eine Außenzone des 
Paraboloids durchaus nicht erfüllt; die 
Knickfliche ist ja bei jedem Einzel- 
spiegel zwangsläufig die Spiegelfläche 
selbst. Sie verläuft hier annähernd 
in Strahlrichtung statt senkrecht dazu. 
Das erklärt die großen Bildfehler für 
beliebig nahe Achsenpunkte. 


\ Das Paraboloid ist eine brauchbare 

Optik nur in seiner Mittelzone, die ja 

annähernd senkrecht zu den Strahlen 

verläuft (Abb. 4a) und die zu fordernde 6 
Kugel wenigstens auf der Achse beriihrt. 

Dieser Teil kommt fiir die streifende 

Reflexion nicht in Betracht. 


Ein einziger Spiegel kann nie Lösung 
unseres Problems sein, wie wirihn auch 
formen mögen, da bei ihm die strei- 
fende Reflexion unvereinbar ist mit der Forderung, daß die Strahlen an- 
nähernd senkrecht auf der Knickfläche stehen sollen. 

5) Wir interessieren uns freilich hier für die Abbildung kleiner Objekte auf eine sehr 
weit entfernte Bildebene. Um der einfacheren Formulierung willen betrachten wir aber 


meist umgekehrt die Abbildung ferner Punkte ins Endliche. Jede Lösung des einen Pro- 
blems bedeutet zugleich eine Lösung des anderen. 


Ann. Physik. 6. Folge, Bd. 10 7 


Knickfläche 


Abb. 4. Paraboloidform der Knickfläche 
eines Zweispiegelsystems (5) und Vergleich 
mit dem einfachen Hohlspiegel a 
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3. Annähernde Erfüllung der Abbesehen Sinusbedingung 
durch ein Zweispiegelsystem 


Ein System aus 2 sich schneidenden Spiegelflächen hat eine Knickfläche, die 


so durch die Schnittkante der beiden Spiegel geht, wie Abb. 5 das andeutet. Um — 


mit 2 Spiegeln bei streifendem Einfall alle achsenparallelen Strahlen in einem 
Punkt zu sammeln, verwenden wir ein Rotationsparaboloid (Abb. 6) und ein 


Knickfläche 


y Knickfläche Paraboloid 


Abb. 5. Knickfläche bei zwei Spiegeln Abb. 6. Paraboloid und Hyperboloid in 
: konfokaler Lage als Spiegelsystem für 
streifenden Einfall 


Rotationshyperboloid, dessen rückseitiger Brennpunkt F, mit dem Paraboloid- 
brennpunkt zusammenfällt. Die Knickfläche hat ersichtlich annähernd die ge- 
wünschte Form; genauer entnehmen wir sie der folgenden Rechnung. 
In dem Rechtssystem £, y, z mit dem Nullpunkt in F, haben die Schnittkurven 
des Paraboloids und des Hyperboloids mit der Zeichenebene z = 0 die Gleichungen 
ep 
(6) (7) 
(p = Parameter; a, b Halbachsen, e? = a? + b*). 


Der Punkt P, erfiille (6); Punkt P, die Gl. (7); der sie verbindende Strahl &, schnei- 
det die &-Achse im Nullpunkt unter dem Winkel «,, d. h. 


Baten | 
2 
Auf Grund der Brennpunktseigenschaften von Parabel und Hyperbel gilt ferner 
F,P,=&,+ p; FP,—F,P,= 2a, (9) 
also sina, (10) sina, sina, (11) 
(12) 
Die Abszisse des Hyperbelpunktes P, folgt aus (7) und (8) > 
2 b2 
(13) (14) 
so daß 
b2 + b ). (15) 


r ist also nicht streng von &, unabhängig, d.h. die Abbesche Sinusbedingung ist 
nicht streng erfüllt. Je schlanker aber das Hyperboloid ist, desto kleiner ist der 
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Faktor bei &,. Die quantitativen Verhältnisse werden am besten übersehbar, wenn 
wir statt £, als Variable den Winkel x, einführen durch Elimination von £, aus (15) 
und der Gleichung \ 


r sin? x, = p(2&, + 
die aus (6) und der Definition von r folgt. Es ist 
| 
"= (e—ap (ht 9). 
Für Variation des Aperturwinkels a, ist 
Ar 1 


(17) ist die Polarkoordinatengleichung einer Parabel. Wegen der Rotations- 
symmetrie des Problems ist also die Knickfläche ein Rotationsparaboloid, dessen 
Lage durch die Abb. 4b angedeutet wird. Diese Knickfläche, die offenbar für alle 
Zweispiegelsysteme unseres Typs gleiche Gestalt hat, zeigt, daß man für diese 
Systeme eine ähnliche Bildqualität erwarten kann, wie sie für den gewöhnlichen 
Paraboloidhohlspiegel bei Verwendung einer ziemlich in der Mitte gelegenen Zone 
(Abb. 4a) bekannt ist. 


4. Bildfehler der Kantenzone, Zerstreuungsfiguren bei kleiner Apertur 


Freilich kann die Abbesche Sinusbedingung nur eine Art Richtschnur sein. 
Um die tatsächlich auftretenden Bildfehler zu zeigen, wurden für einige Spiegel- 
systeme (Abb. 8) die Bilder unendlich ferner außeraxialer Punkte streng be- 
rechnet. Die Abb. 7 zeigt 
links dasselbe Objekt wie a b 
in Abb. 2b und rechts in EN 
Bild, das hiervon durch BERLINER 


das Zweispiegelsystem der 

Abb. 8a in der Brenn- 

ebene des Hyperboloids ... 

schmale Zong nahe der 


Schnittkante beider Spie- 
gel. Da die Bildfehler 5 
sehr klein sind, wurde 7. a vom Spiegel- 
4 . . system; 1 n Taglıch vergro » wie es von 
Kantenzone des 8a in der Brenn- 
ebene entworfen wird; c,d) 10fach bzw. 100fach weiter 
ungsfigur noch 10fach(7c) vergrößerte Zerstreuungsfigur des in 6 durch < ge- 
und 100fach (Abb. 7d) kennzeichneten ,,Bildpunktes“ mit 6 = 0,001 
nachvergrößert. Die ent- 
sprechenden Zerstreuungsfiguren für die Spiegelsysteme 8b und 8c haben unter 
sonst gleichen Verhältnissen Durchmesser, die nur etwa 4/1, bzw. !/, der hier 
gezeigten betragen. 
Die strengen und allgemeinen Durchrechnungsformeln für die Verfolgung der 
Strahlen vom Objekt bis zur Bildebene sind in den Anhang aufgenommen worden, 
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um den Gedankengang nicht unnötig lange zu unterbrechen. Doch kann mau die 
von der Kantenzone stammende Zerstreuungsfigur näherungsweise auch aus der 


Zone3 


Abb. 8. Durehgerechnete Zweispiegelsysteme.” Auf das schlechteste System a beziehen 
sich die Abbildungen 7, 10, 11, 12 und 13 
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Abb. 9. Projektionen. a) auf die z, y-Ebene; 
b) auf die &,z-Ebene; c) auf die é, y-Ebene 


folgenden einfachen Betrachtung ge- 
winnen. 

Fallt ein achsenparalleler Strahl 
auf den in der Schnittkante von 
Paraboloid und Hyperboloid liegen- 
den Punkt P* = P,= P, mit den 


Koordinaten &*, y*, 0, so wird er | 


nach Reflexion zunächst am Para- 
boloid und dann am Hyperboloid 
in den Brennpunkt F, geworfen und 
schneidet dort die Achse unter dem 
Winkel x#. Man entnimmt leicht aus 
den Gin. (14) und (6) durch Identi- 
fizieren von P, mit P, 


(19) 
2b 
yt =p m 
y* 
tg = de (21) 


Von einem fernen, in Abb. 6 rechts 
unten dicht neben der Achse und in 
der &, y-Ebene liegenden Punkt 
denken wir uns nun Strahlen auf die 
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gesamte Kantenzone geworfen; sie mögen mit der £, z-Ebene den kleinen Winkel 6 
bilden. Unter allen Kantenpunkten greifen wir willkürlich einen P*(@) heraus und 
wollen ihn um der einfacheren mathematischen Behandlung willen gemeinsam 
mit dem auf ihn fallenden Strahl durch Drehung um den Winkel » in den 
Punkt P* überführen (siehe Abb. 9a). Der einfallende Strahl ist damit in einen 
Strahl übergegangen, der mit der £, z-Ebene den Winkel ö, und mit der &, y-Ebene 
den Winkel ö, bildet; dann gilt ; 
sin 6, = sin 6 cos p 
(22) 
sin 6, = sin 6 sing. 
Dieser Strahl trifft nach zweimaliger Reflexion die Brennebene im Punkte Pp, 
mit den Koordinaten 


sin 6 N 1— sin 6, tg «¥ + sin? d,(3 + te? a¥ 
5) © r* sin 0, + (23) 
—r* - tg 6, r* sin 6, (1 + sin? 6,), (24) 


wie man aus den Abbildungen 9b und 9c entnimmt. Nun machen wir die vorher 
ausgeführte Drehung um den Winkel p rückgängig und erhalten für den Schnitt- 
punkt P% den über P*(q) gelaufenen Strahles mit der Brennebene die Koordinaten 


Yp = Yp — Zp Sin 


25 
zp = yp Sin + 2gcosp, 
d. h. nach (22) bis (25) näherungsweise 
yp r* sin -+ cos? - sin 6 
2 
+ sin? 6 3 + = sin? 6 sin‘ 
: (26) 


cos at 


tg at 


+ sin? 6 cos? p 


_ sin? 6 sin? 
Fehlerfreie Abbildung würde die Unabhängigkeit dieser Koordinaten von @ be- 
deuten. Als Brennweite sprechen wir r* und als Gaußpunkt den Punkt yz = r* sin 6; 
23=0 an. Die Abweichungen von ihm sind für achsennahe Punkte (6 <1) 
offenbar um so kleiner, je kleiner a¥ ist, je streifender die Reflexion, d.h. je 
schlanker das Spiegelsystem ist. 

Vernachlissigen wir zweite und höhere Potenzen von 6, so ist (26) die Para- 
meterdarstellung 


Yp r* sin db + cos? p — 
27 
* 1— cos af ( ) 
eines für 0 Sp < 360° —n durchlaufenen ne Sein Radius 
* cos af » in 
r* sin sin ag? (28) 


ist BEN dem»Achsenabstand r* sin 6 des EEE Für das System 
nach Abb. 8a macht dieser Radius der Zerstreuungsfigur daher 2,7°/,, des Achsen- 
abstandes aus. Für das System 8b 0,025°/,, und für das System 8c 0,6%, 
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Die Zerstreuungsfigur der Abb. 7c ist zwar nach den strengen Durchrechnungs- 
formeln des Anhangs gewonnen worden; doch könnte man sie ausreichend genau 
auch aus (23) ermitteln. Die Glieder mit sin 6 in den geschweiften Klammern 
bewirken bereits die Aufspaltung des Doppelkreises; diese wird merklich, sobald 
sin 6 tg a# nicht mehr klein gegen 1 — cos x# ist, d. h. sobald ö nicht: mehr klein 
gegen 3 af ist. Bis zu dieser Grenze gilt praktisch die Proportionalität der Bild- 
fehler zum Achsenabstand, eine für die Koma allgemein charakteristische Er- 
scheinung. 

5. Die Bildfehler bei größerer Apertur — 


Die Bildfehler sind bereits bei dem schlechtesten der drei betrachteten Spiegel- 
systeme recht klein, und jede gewünschte Verbesserung der Bildqualität kann 
durch Übergang zu schlankeren Systemen nach (25) erreicht werden. Das geo- 
metrisch optische Problem ist damit für die makroskopische Abbildung (d.h. die 
Abbildung von Objekten, die groß gegenüber der Wellenlänge sind) als gelöst anzu- 

o rae sehen, doch erfordert die 

..o d mikroskopische Abbildung, 

die eine Strecke von 25 mu 
auflösen soll, eine Apertur 


d.h. für die Wellenlängen 

O,lmu; 0,5mu und 2m 

; eo bzw. 0,05. Da die weiche- 

ren Röntgenstrahlen aus 

Abb. 10. a) Objekt; b) Bild (nachträglich vergrößert, den in Abschnitt 9 näher 

w ZW. . . Pr 

gekennzeichneten „Bildpunktes“ mit ö = 0,001 sen wir auch weiter nach 

— außen liegende Zonen des 

Paraboloids, die mit weiter nach innen liegenden Hyperboloidzonen zusammen- 
wirken, untersuchen. 

Die Apertur 0,01 etwa liefert ein Bereich des Spiegelsystems nach Abb. 8a 
zwischen der dort mit 2. Zone bezeichneten Stelle und der Kantenzone. Die Zer- 
streuungsfigur der zweiten Zone (aus strenger Durchrechnung mit den Formeln 
des Anhangs gewonnen) gibt für einen außeraxsialen fernen Gegenstandspunkt 
(6 = 0,001) die Abb. 10c bzw. 10d. Diese Zerstreuungsfigur verkleinert sich 
mindestens proportional dem Achsenabstand, wenn der Gegenstandspunkt der 
Achse genähert wird. 

Abb. 11 gibt das entsprechende Bild für den Aperturwinkel 0,05 und die 3. Zone 
(vgl. Abb. 8a!). Diese Zerstreuungsfigur ist für 6 = 0,001 fast ein Kreis. Die 
Größe dieses Kreises läßt ohne weiteres eine hochauflösende Abbildung nur in 
einem kleinen Bildfelde zu. Doch ist bei Zusammenwirken aller Zonen von der 
Kante bis zur 3. Zone ein besserer Bildeindruck vorhanden, als die Abb. 10d vor- 
täuscht; denn die Intensität der zusammengesetzten Zerstreuungsfigur ist stark 
auf die Mitte konzentriert, und die großen Kreise der 3. Zone erscheinen bereits 
unvergleichlich viel dunkler als die Mitte. 
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Doch müssen wir an dieser Stelle eine durch die Beugung verursachte Ab- 
weichung von dem rein geometrisch optischen Bild erwähnen. Bei voller Aus- 
nutzung der Apertur im Sinne des Auflösungsvermögens hat der Bildfleck, der 
aus der geometrisch op- 
tischen Zerstreuungsfigur 
unter Mitwirkung der Beu- 
gung wird, etwa die Größe 
des gesamten Innern der 
großen Kreise in der 
Abb. 11b. Das wird in je- 
dem Bilde aber nur bei den 
achsennahen Punkten wirk- ee 
sam und die Bildverschlech- _  _|_... 
terung nach außenhin bleibt -..-:- - 
wesentlich geringer, als das Rn 
nach Abb. 11b erscheinen 


könnte *). 

Eine Verbesserung der Abb. 11. a) Objekt; 6) Bild entworfen durch Zu- 
Bildqualität gelingt mit den ng ya der Zonen von der Kante bis zur 

one (Spiegelsystem nach Abb. 8a}; ce) 10fach 

Zweispiegelsystemen nach vergrößerte Zerstreuungsfigur zu 6 = 0,001 gehörend, 
Abb. b,c, wie das aus Gl. (18) in b gekennzeichnet durch <- 
hervorgeht. Doch verkleinert 
sich das Bildfeld hierbei, da sich Fehler höherer Ordnung um so schneller be- 
merkbar machen, je schlanker das System ist. Je größer ferner die gewünschte 
Apertur ist, desto weniger Erfolg hat der Versuch, die Bildqualität durch Über- 
gang zu schlankeren Systemen zu steigern. Daher soll eine Bildverbesserung 
mit anderen Mitteln (Verlagerung der Bildebene und Deformation der Flächen) 
näher diskutiert werden. 


2.Zone 


(SS Kantenzone 


6. Bildverbesserung durch Verlegung oder Verformung der Bildebene 
und durch Deformation der reflektierenden Flächen 


Der von der Zone 3 stammende große Zerstreuungskreis nach Abb. llc rührt 
in seinen oberen Teilen von den unteren Zonenpunkten her und umgekehrt. Das 
ihn hervorrufende Wellenbündel hat daher etwas vor der Brennebene einen Ort 
kleinsten Querschnitts. Und zwar liegt für einen um einen Winkel 6 = 0,001 von 
der Achse abstehenden fernen Objektpunkt der Ort kleinsten Zerstreuungsquer- 


* schnitts um 1°/,, der Brennweite vor der Brennebene. Verlegen wir die Bildebene 


hierher, so schrumpft der große durch einen Pfeil gekennzeichnete Zerstreuungs- 
kreis auf eine sehr kleine Schleife zusammen; zugleich aber tritt die bisher kleine 
Zerstreuungsfigur der Kantenzone zu einem Durchmesser auseinander, der in der 


*) Anmerkung bei der Korrektur: Die Abb. 11 (Ähnliches gilt für Abb. 12) 
reicht zur quantitativen Mitteilung der Bildfehler, die zunächst beabsichtigt war, nach 
Verkleinerung nicht mehr aus. Zur Ergänzung mögen folgende Angaben dienen.- Der 
Zerstreuungsradius der 3. Zone beträgt bei ö = 0,001 rund 10% des Achsenabstandes, 
bei 6 = 0,0002 rund 2,8% und in. Achsennähe einen noch etwas kleineren Bruchteil 
des Achsenabstandes. Zum Bilde wird man nur den achsennahen Teil (6 > 0,00015) 
heranziehen, der in Abb. 11 nicht mehr darstellbar ist. Der große in Abb. 11 und 12 
dargestellte Ausschnitt gibt also einen relativ ungünstigeren Eindruck, als ein kleineres 
Bildfeld es tun würde. 
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Größenordnung des für die 3. Zone soeben beseitigten Fehlers liegt (genauer 3 
dieser Größe hat, da für die 3. Zone x, = 3} «* ist). Optimal ist die Verlegung der 
Bildebene für diesen Punkt 6 = 0,001 um nur ein Stück von 0,35 °/,, der Brenn- 
weite. Das dann resultierende Bild zeigt Abb. 12b. Die Hebung der sphärischen 
Aberration für den neuen Achsenpunkt ging natürlich verloren. 


a b c d f 
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Abb. 12. Bilder des Objekts a bei verschiedenen Verbesserungen des Systems 8a. 
b) Bildebene verlegt; c) Bildebene deformiert zum Kegel d; e) Parabel deformiert; 
f) Parabel deformiert, Bildebene deformiert 


Die Bitdfehler an der in 11b mit einem Pfeil gekennzeichneten Stelle sind hier- 
durch wesentlich verringert worden. Um aber die Fehler auch an anderen Stellen 
entsprechend herabzusetzen, miiBte nicht die Bildebene als Ganzes, sondern jedes 
ihrer Elemente um ein anderes Stück verschoben werden, d.h. statt einer Bild- 
ebene müßte eine kegelförmige (Abb. 12d) Bildfläche verwendet werden. Abb. 12e 


Rototionsfléche 
nach Deformation (übertrieben) 


nach ) (übertrieben ) 


Abb. 13. Zweispiegelsystem mit Deformation 


zeigt das Ergebnis. Bei Umkehrung des Strahlenganges würden also die Punkte 


einer solchen im Objekt liegenden Kegelfläche als schärfste auf die ferne Ebene. 


abgebildet werden. Die Kegelgestalt der Fläche größter Schärfe ist für die hier 
zur Rede stehende Koma charakteristisch. 

Charakteristisch für die Art der Bildverbesserung von 11b zu 12b und e ist 
aber leider auch die Erscheinung, daß aus den vorwiegend in der Mitte hellen Zer- 
streuungsfiguren nach 11b Zerstreuungsfiguren Ile hervorgehen, die am Rande 
besonders hell sind. Das macht die Bildverbesserung durch die angegebenen 
Mittel praktisch illusorisch. Frei hiervon und daher wirksamer ist eine Defor- 
mation der Spiegelfläche selbst, die praktisch die Fehler aller Zonen für einen 
außeraxialen Punkt (genauer: für alle Punkte auf einem Kreise um die Achse) 
auf Null bringt. 
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Zu diesem Zwecke lassen wir die Kantenzone praktisch unverändert. Für die 
über Zone 2 gelaufenen Strahlen verlagern wir die Hyperboloidpunkte ein wenig 
nach rückwärts, so daß die Zerstreuungsfigur der 2. Zone (Abb. 11c) zusammen- 
schrumpft; für die 3. Zone muß das in erhöhtem Maße geschehen. (Siehe Abb. 13!). 
So läßt sich die gesamte resultierende Zerstreuungsfigur eines außeraxialen 
Punktes auf einen Durchmesser von wenigen Promill des Achsenabstandes zu- 
sammenziehen, wie das Abb. 12e zeigt. Wenn das auch Fehler auf der Achse be- 


‚ dingt, so ist das für gute Abbildung gewonnene Gebiet stark vergrößert worden. 


Abb. 11 ist freilich nicht für deformiertes Hyperboloid, sondern für defor- 
miertes Paraboloid berechnet worden; das war rechnerisch einfacher und ist physi- 
kalisch fast äquivalent. Die Paraboloiddeformation geschah dabei in dem Sinne, 
wie Abb. 13 rechts zeigt. Die Gleichung der neuen Fläche wurde zu 

y=Vp(2E+p) + + K,(E (29) 
angesetzt. Die für das Deformationsglied maßgebenden Konstanten K,, K,, 7, N, 
können aus der optimalen Fehlerkompensation für 4 Zonen bestimmt werden. 
Hier wurden mit K, = 0, n,=2; K,= 10" für eine Brennweite r* = 4000 
brauchbare Ergebnisse erreicht. Die deformierte Fläche kann im einfachsten 
Falle als Fläche 4. Grades geformt sein. Tatsächlich ist die Bildschärfe günstiger, 
als es nach Abb. 12e auf den ersten Blick erscheint, da die Intensität, der Zer- 
streuungsfiguren in hohem Maße auf deren Mitten (nahe den Gaußpunkten) 
konzentriert ist. Schärfer werden bei der mikroskopischen Verwendung wieder 
die Punkte des Objekts abgebildet, die auf einer gekrümmten Fläche liegen 
(Abb. 12f); doch hat das wegen des Auseinanderrückens der Intensität auch hier 
keine sehr große Bedeutung. 
Eine gleichzeitige Deformation von Paraboloid und Hyperboloid führt in 
Achsennähe noch zu etwas besseren Ergebnissen; doch wurde dieser Weg im 
Rahmen einer getrennt hiervon zu veröffentlichenden Arbeit beschritten. 


7. Summarische Charakterisierung der Systeme mit drei oder mehr Spiegeln 


Die Hebung der sphärischen Aberration für einen Achsenpunkt bleibt auch bei 
Übergang von Zweispiegelsystemen zum Dreispiegelsystem erhalten, wenn wir 
hinter den zweiten Spiegel, das Hyperboloid, noch ein weiteres Hyperboloid 
setzen, dessen hinterer Brennpunkt mit dem.bisherigen Bildpunkt in der Achse 
übereinstimmt. In der gleichen Weise können wir weitere Hyperboloide an- 
schließen, so daß je zwei aufeinander folgende Flächen einen ihrer Brennpunkte . 
gemeinsam haben. Die großen Halbachsen der zweiten, dritten, vierten . . . Spiegel- 
fläche ag, a3, @,.... müssen monoton abnehmen, und die Achsenverhältnisse 
2. vs. = ... müssen entsprechend zunehmen, damit die Hyperboloide sich in der 
richtigen Weise schneiden und den Strahlen noch ausreichende Reflexionsflächen 
bieten. Die Durchrechnung dieser Systeme kann nach den im Anhang mitgeteilten 
Formeln geschehen; für die Beurteilung der Systeme auf Grund der .Sinusbedin- 
gung geben die dort zusammengestellten Rekursionsformeln eine bequeme Hand- 
habe. 

‚ Die Abb. 14 zeigt ein Dreispiegelsystem a und ein Vierspiegelsystem b dieser 
Art. Die eingezeichnete Knickfläche des Vierspiegelsystems ließ sich in der Zeich- 
nung nicht von einer Kugel unterscheiden. Die Abbesche Sinusbedingung ist 
für wesentlich größere Aperturen als bei dem Zweispiegelsystem erfüllbar. Außer- 
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dem lassen sich trotz größerer Aperturen sehr viel kleinere Winkel zwischen den 
Strahlen und den Spiegelflächen wählen, so daß auch noch kürzeste Wellen aus- 
reichend intensiv reflektiert werden. 

Der Radius der Knickfläche, d. h. die Brennweite, ist gegenüber der Baulänge 
des Systems stark verkürzt im Vergleich zu den Zweispiegelsystemen. Das folgt 
z. B. unmittelbar aus der Gl. (44) des Anhangs, da die Faktoren e, (>) <i 

v 
für Systeme streifenden Einfalls. Werden aus fertigungstechnischen Gründen 
Mindestabmessungen des Spiegelsystems vorgeschrieben, so erreicht man also 
mit Vielspiegelsystemen wesentlich kürzere Brennweiten, d.h. auch stärkere 
Vergrößerungen bei vorgeschriebener Tubuslänge (Filmabstand). 

Diese Vorteile steigern sich bei Übergang zu einem Sechsspiegelsystem der 
beschriebenen Art. Dieses bietet gleichzeitig zum ersten Male die Aussicht, = 
für einen von Null verschiedenen Winkel x, zum Verschwinden zu bringen; das 


\Mickflöche 
Abb. 


Abb. 14. a) Dreispiegelsystem; b) Vierspiegelsystem. An X stoßen aufeinanderfolgende 
Rotationsflächen zusammen 


bedeutet die strenge Hebung der Koma für eine äußere Zone, ohne daß die Hebung 
der sphärischen Aberration für den Achsenpunkt aufgegeben zu werden braucht. 
Mit weniger als sechs Spiegeln ist dieses Ziel sicher nicht erreichbar (s. Gl. (47) 
des Anhangs!). 

Die Abb. 14a zeigt die Knickfläche eines Dreispiegelsystems (punktiert). Sie 
hat eine so ungünstige Gestalt wie die des Einspiegelsystems; die Abbesche 
Sinusbedingung ist grob verletzt, und von einer Abbildung kann für keinen außer- 
axsialen Punkt die Rede sein. Aus den in den Anhang aufgenommenen Rekur- 
sionsformeln für Vielspiegelsysteme geht hervor, daß alle Systeme mit einer un- 
geraden Spiegelzahl n und a, < 90° (vy = 1,...m) diese Eigenschaft haben. Doch 
ist das sofort auch ohne Rechnung verständlich; denn bei ungerader Zahl von Re- 
flexionen muß mit wachsendem Achsenabstand h des einfallenden achsenparallelen 
Strahles der sin x, abnehmen statt zunehmen — im Gegensatz zur Abbeschen 
Sinusbedingung, die sin «, ~h verlangt. In dieser Eigenschaft unterscheiden 
sich die Spiegelsysteme streifenden Einfalls völlig von den geläufigen Spiegel- 
systemen. Wesentlich anders liegen die Verhältnisse dann, wenn mindestens ein 
%> 90° ist; doch wäre dieser Fall erst bei sehr großer Spiegelzahl mit der Be- 
dingung streifenden Einfalls vereinbar; er ist hier praktisch bedeutungslos. 


4 


8. Spiegelsysteme 2. und 3. Art 
Die bisher betrachteten Spiegelsysteme enthalten ausschlieBlich sammelnde 
Flächen; wir nennen sie Systeme 1. Art und bezeichnen als Spiegelsysteme 2. und 
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3. Art solche, die mindestens eine zerstreuende Fläche enthalten. Die Abb. 15 
und 16 zeigen Beispiele. Hinter solche Systeme können weitere Hyperboloide in 
derselben Weise wie bei den Spiegelsystemen 1. Art angeschlossen werden. 


Charakteristisch ist, daß diese Spiegelsysteme 2. und 3. Art denen 1. Art 
völlig äquivalent sind bzgl. der Abbeschen Sinusbedingung. Für das System 
nach Abb. 15 gilt beispielsweise dasselbe Gleichungssystem, wie wir es oben in 
Gl. (6) bis (17) zusammengestellt haben; nur sind jeweils a durch —a und e durch 
—e zu ersetzen. Auch das System 3. Art nach Abb. 16 ist einem Zweispiegel- 
system 1. Art äquivalent; man ersetze in den Gl. (6) bis (17) &, durch —a, und b 
durch 7b. 

Die Systeme 1. Art haben den Vorzug, daß alle Flächen sich unmittelbar zu 
einer Fläche zusammenschließen; die Eigenschaften der Systeme 2. und 3. Art 
können aber in speziellen Anwendungen vorteilhaft sein. Die Systeme 2. Art 


Fz 
Paraboloid 
Paraboloid 
Abb. 15. Spiegelsystem 2. Art Abb. 16. Spiegelsystem 3. Art 


haben eine im Vergleich zur Baulänge große Brennweite; es sind ,,Teleobjektive“. 
Das System 16 hat umgekehrt relativ kleine Brennweite. Läßt man in 15 das 
Hyperboloid und in 16 das Ellipsoid zu Paraboloiden entarten, so erhält man 
teleskopische Systeme. 


Die Aufgabe, durch Deformation beider Flächen ein Zweispiegelsystem zu 
schaffen, das die sphärische Aberration im Achsenpunkt hebt und zugleich die 
Sinusbedingung streng erfüllt, ist für die Spiegelsysteme 2. und 3. Art schon durch 
Schwarzschild gelöst worden; nur sind zur Realisierung streifenden Einfalls 
für die Schwarzschildschen Parameter Werte zu verwenden, die extrem von 
denen abweichen, die Schwarzschild und andere der Rechung zugrunde legten®) 
Die Flächen sind streng gegeben durch 


= f sin x, 

und 

Yo = dsin a, 

% = dcosx, 


6) ) Vol. K. Schwarzschild, Abh. Ges. Wiss. Göttingen, Bd. IV. Nr. 2, 1905. 
Siche auch J. Picht, Optik 8, 129 (1951). 
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-f D 
pits x (1 sin’ 3) (cos > : 


Ein Spiegelsystem zweiter Art für streifenden Einfall erhält man z.B. für D= 0,001f; _ 


d, = 0,5 f. Ein System dritter Art für streifenden Einfall liefern die Daten D = 10f; 
d, = 0,1 f. Die Flächen sind nahezu Flächen zweiten Grades in den für die Re- 
flexion in Betracht kommenden Gebieten und entsprechen qualitativ den Abb. 15 
und 16. Die Deformation der Flächen bei Spiegelsystemen erster Art erfordert 
eine wesentliche Modifikation gegenüber der Schwarzschildschen Lösung; 
über sie wird in einer getrennten Veröffentlichung berichtet werden. 


Fertigungstechnisch freilich hat es Vorteile, wenn wenigstens ‘eine der beiden 
Flächen die Brennpunktseigenschaften einer Fläche zweiten Grades hat, da hierfür 
eine Prüfmethode entwickelt werden konnte, die sehr genau anzeigt, wo noch 
Retusche erforderlich ist. Für die Schwarzschildschen und die Systeme erster 
Art mit zwei deformhierten Flächen ist das bisher nicht gelungen, und die Lösung 
dieser Aufgabe erscheint hier nahezu unmöglich. 


Wir hatten unsere Betrachtungen bisher auf die Abbildung unendlich ferner 
Punkte beschränkt, d. h. bei der mikroskopischen Verwendung an eine sehr große 
Tubuslänge gedacht. Eine Verlegung ins Endliche verlangt an Stelle des Para- 
boloids ein Ellipsoid; wesentlich neue Gesichtspunkte treten dabei nicht auf, 
solange man sehr gestreckte Ellipsoide wählt, wie das für die Mikroskopie nütz- 
lich ist. 


9. Zur Wahl der Wellenbereiche 


Das Röntgenstrahlmikroskop wird sein Hauptanwendungsgebiet in der Lebend- 


beobachtung biologischer Mikroobjekte finden. Dafür aber eignen Sich die harten 

Röntgenstrahlen, wie man sie zur medizinischen Diagnostik braucht, schlecht; 

sie werden in dünnen Schichten organischer 

| Substanz zu wenig absorbiert und ver- 


mitteln daher keine Bildkontraste. Weiche 
Strahlung, die in diinnsten EiweiBschichten 
merklich absorbiert werden soll, wird aber 
auch in Luft und Wasser stark absor- 
biert, und das scheint zunächst dem 
Plan eines Röntgenstrahlmikroskops, das 
die Objekte unter Luftdruck und in ihrer 
meist wässerigen Umgebung beläßt, ent- 
gegenzustehen. 
Einen Ausweg weist das Auftreten der 
HHeUBEBENOF ——~  Absorptionssprünge, wie Abb. 17 das in 
Kernladungszahlz einem Beispiel qualitativ andeutet. Bei 
Abb. 17. Qualitativer Verlauf der etwa 2,4 mu Wellenlänge absorbieren 
Absorption bei A» 2,4 mu Kohlenstoff und Stickstoff so stark, daß 
Eiweißschichten von Bakteriendicke noch 
merklich absorbieren; andererseits liegt der Sauerstoff in einem so günstigen 
Gebiet, daß Wasserschichten die mehrfache Dicke (7 u) der Eiweißschichten 
haben dürfen, bevor ihre Absorption die Bildintensität unerträglich schwächt. 
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Luft darf ebenfalls nur in dünner Schicht (2 mm) im Strahlengange liegen, wenn 
wir die Wellenlänge um 2,4 mu wählen. Aber Luft braucht sich im Strahlengange 
kaum zu befinden, wenn eine Anordnung nach Abb. 18 (schematisch) getroffen 
wird. 


on Besonders aussichtsreich erscheint die abwechselnde Untersuchung mit 3,2 


und 2,4 mu, da der Unterschied beider Bilder besonders klar den Stickstoffanteil 


e Re- 
15 
Be-Fenster 
Aperturblende 
sung; unter Luftdruck / Blende Evakuierter Tubus 
Film 
Röntgen- 
eiden quelle 
jerfür Be-Fenster 
noch (zugleich Objekt- Spiegelsystem 
rster träger) 
sung Abb. 18. Zur Anordnung der Spiegeloptik in einem Röntgenstrahlmikroskop für 
weiche Röntgenstrahlung 
erner 
zroße hervortreten lassen wird. Die große Absorption des Schwefels und des Phosphors 
Para- und die Additivität lassen geradezu eine Schätzung der Anteile verschiedener 
auf, Elemente in den Objekten erhoffen. 
ur Verzichtet man auf diese Feinheiten der chemischen Analyse, so geschieht die 
Auslese der geeigneten Wellenlänge am einfachsten durch eine Wasserschicht 
selbst; meist ist diese ohnehin. mit dem Objekt kombiniert. Die Untersuchung 
d anorganischer Objekte wird 
wo: } freilich auch härtere Strahlung gel 
erfordern ; die folgenden Unter- 
suchungen sollen daher nicht _ 
auf die weiche Strahlung be- winkel .| 
Me schränkt bleiben. 
aa Die Reflexion der Rönt- Gebiet der starken 
hten i Reflexion 
b genstrahlung ist stark wellen- p 
längenabhängig. In Abb. 19 
a gibt y den Winkel zwischen 
Strahl und Spiegelfläche, bis ‚Röntgenwellenlänge —» 
zu dem noch etwa 50% der 
Röntgenstrahlung reflektiert 41,19. Winkel’y zwischen Silberfliche und einem 
wird. Die Kurve wurde durch Strahl, der noch zur Hälfte reflektiert: wird 
4 grobe Interpolation und Extra- 
m lation vor allem aus den Messungen von Nahring*) und Valouch’) gewonnen. 
3; In po 
Bei Das unter 8a abgebildete Spiegelsystem reflektiert für Wellenlängen um 2 my 
‚ren | bis zu Aperturen 0,05 gut; die Systeme nach 8b und 8c sind auch für kürzere 
daß Wellen und das Vierspiegelsystem mindestens bis zu etwa 0,3 mu herab verwendbar. 
och Außer den Absorptionsverhältnissen und den Bedingungen der Totalreflexion 
gen | sprechen für die Verwendung weicher Röntgenstrahlung auch die Atomistik des 
ten 
ht. ?) M. Siegbahn, Spektroskopie der Röntgenstrahlen. S. 34ff., Berlin 1931. 


= 
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Spiegelmaterials und ebenso der Wunsch nach erträglichen Fertigungstoleranzen 
bei dem Polieren der Spiegelflächen. Aus den Versuchen von Larsson®), Davis 
und Slack u. a.”) geht hervor, daß bei Réntgenstrahlen von mindestens einigen A 
Wellenlänge trotz der Atomistik und der unvermeidlichen Polierfehler eine scharfe 
streifende Reflexion erreichbar ist, die noch eine Ausnutzung des Auflösungsver- 
mögens unserer Optiken gestattet. Jedenfalls trifft das bei den Abmessungen zu, 
die im nächsten Abschnitt diskutiert werden. Die erstaunliche Unempfindlichkeit 
der Reflexion gegen die atomistischen Unregelmäßigkeiten ist gerade für die 
streifende Reflexion theoretisch verständlich, da ,, UnregelmaBigkeiten im Kleinen“ 
nur mit dem Cosinus des Einfallswinkels in die Unschärfe des reflektierten Strahles 
eingehen. 


10. Absolute Abmessungen, Vergrößerung, Auflösung 


Bei der Besprechung der Optiken wurden über die Größe des Auflösungsver- 
mögens, über die Tubuslänge und auch über die Brennweite der Optiken nur 
relative Angaben gemacht, da absolute Angaben die Gesichtspunkte des Ab- 
schnitts 9 berücksichtigen müssen. 


Für die als günstig erkannten Wellenlängen von 2 mu leistet das Zweispiegel- 
system nach Abb. 8a eine Auflösung der Strecke 25 my, die etwa !/,, der mit dem 
Lichtmikroskop auflösbaren Länge ist. Die Brennweite dieses Objektivs wird 
rund zu 20 mm gewählt werden müssen, da bei sehr viel kleineren Systemen die 
Fertigungstoleranzen einflußreicher werden. Um eine 150-fache Vergrößerung zu 
erreichen, ist dann eine Länge des zu evakuierenden Tubus (Abb. 18) zwischen 
Objekt und Film von rund 3 m erforderlich. Der Durchmesser des brauchbaren 
Bildteiles beträgt im Winkelmaß bis zu 0,002 Radien; das Bild hat also etwa 
6 mm Durchmesser, das entsprechende Objektfeld 40 u. Der auflösbaren Strecke 
von 25 mu entsprechen rund 4 u im Bild, und hiernach ist das Auflösungsvermögen 
des Films zu wählen. Der mittlere Teil des Bildes verträgt eine 50-fache optische 
Nachvergrößerung. 


Ob eine Verbesserung des Auflösungsvermögens über dieses Maß hinaus mit 
den an sich geometrisch optisch besseren Vielspiegelsystemen oder auch den 
schlankeren Zweispiegelsystemen praktisch erreichbar ist, kann erst das Experi- 
ment zeigen, da hier die Fertigungstoleranzen wesentlich entscheidender als bei 
dem groben Zweispiegelsystem nach Abb. 8a eingehen. 


Zusammenfassung 


Als Optiken zur Röntgenstrahlmikroskopie (Objektive und Kondensoren) 
eignen sich auf Grund der Totalreflexion Spiegelsysteme, die so gebaut sind, daß 
die Spiegel nur von fast streifenden Strahlen getroffen werden. Die streifende 
Reflexion ist mit der annähernden Erfüllung der Abbeschen Sinusbedingung 


und der Hebung der sphärischen Aberration für einen Achsenpunkt vereinbar, 


wenn als Spiegel Rotationsflächen 2. Grades mit gemeinsamer Rotationsachse 
in gerader Anzahl benutzt werden, die paarweise einen Brennpunkt gemeinsam 
haben. 


®) A. Larsson, Experimentelle Untersuchungen über die Dispersion der Röntgen- 
strahlen. Uppsala Univ. Arsskrift 1929. 
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Aperturen von 0,05 sind mit Zweispiegelsystemen erreichbar. Größere Aper- 
turen erfordern schwerer herstellbare Vielspiegelsysteme. Geeignete Deforma- 
tion der Flächen gibt Vergrößerung des brauchbaren Bildfeldes. 


Für die Lebenduntersuchung biologischer Mikroobjekte unter Luftdruck 
eignen sich am besten Wellenlängen von etwa 2 mu, die im Wasser wenig, aber in 
kohlenstoffhaltigen und stickstoffhaltigen Substanzen stark absorbiert werden. 
Der Tubus des Mikroskops ist dann zu evakuieren. Diese ‘weichen Röntgen- 
strahlen sind auch aus fertigungstechnischen Gründen am vorteilhaftesten, da 
die Toleranzen für die Politur größer als bei harten Strahlen sind. Zugleich sind 
die Bedingungen für die Totalreflexion am leichtesten für weiche Strahlung zu 
erfüllen. 


Die beschriebenen Optiken lassen bei den Wellen von 20 Ä Wellenlänge eine 
Steigerung des Auflösungsvermögens gegenüber dem Lichtmikroskop um eine 
Größenordnung erhoffen. 


Anhang 
a) Durchrechnungsformeln 


Wir verfolgen einen in Abb. 6 von rechts unten kommenden, parallel zur 


‚ £, y-Ebene laufenden Strahl, der mit der £, z-Ebene den Winkel 6 bildet. Er möge 


das Paraboloid in P,(@) treffen. Das Azimut 9 tst entsprechend Abb. 9a bezeich- 
net. Wir drehen dann die gesamte Anordnung um den Winkel g, so daß P,(p) in 
den Punkt P, der £, y-Ebene übergeht. Der mitgedrehte einfallende Strahl bildet 
die Winkel 6, und 6, mit der £, y-Ebene bzw. der £, z-Ebene. Es ist 


sin 6, = sinö-cosp; sin 6, = sin Ö- sing. (29) 
Die Flächennormale im Punkte P,(&,; 4; 0) des Paraboloids ist 


= (sin — cos 0); = (30) 


Beziiglich der Bezeichnung x, siehe Abb. 6. Der auf P auffallende Strahl hat die 
Richtung des Einheitsvektors 


8, = (— cos 6; sin ö,; — sin 6,). (31) 
Der am Paraboloid reflektierte Strahl hat die Richtung des Einheitsvektors 


8, = — 2 ny ($ 
= (sin 6, sin a, — cos 6 cos a,; — sin 6, cos a, — cos 6 sin a,; — sin d,). 


Der Schnittpunkt P,(x,; yz; %) dieses Strahles mit dem Hyperboloid ist 


Py + as; hs.) (33) 
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mit 
_ fiir 
rt 2 b. \2 
I, = (2, — Bi —C, A,) :A,; A,= (=) 3.— 1; B= Sez 
2 2 
b,\2 
C, = (34) 
2 
Die Flächennormale des Hyperboloids in P, ist £ 
b2 2 4 
(=) Yas — a) (35) 
(2) — (2) 
ane 2 
und der am Hyperboloid reflektierte Strahl hat den Einheitsvektor Fü 
= (822; Say; = 9, (9, (36) 
Dieser Strahl trifft die Bildebene im Punkte Px mit den Koordinaten Fi 
276 
YB= Yot te Say; Zp = + be S023 (37) 
Die anfangs durchgeführte Drehung machen wir rückgängig und erhalten für den 
Bildpunkt die Koordinaten 
=; Yp= —zgsing; = yg sing + zg (38) 
Bei der Durchrechnung eines Systems mit mehr als zwei Spiegeln sind die For- ” 
meln (33) bis (36) sinngemäß mehrfach hintereinander anzuwenden. Die Indizes 
sind entsprechend zu erhöhen; die mit x, bezeichneten Koordinaten sind jeweils 
i vem neuen Hyperbelmittelpunkt aus zu rechnen. 
F 
b) Rekursionsformeln für Mehrspiegelsysteme erster, zweiter oder dritter Art 
Die erste Fläche sei ein Paraboloid mit dem Parameter ?, die anschließenden 
Flächen bis zur n-ten seien sammelnde Hyperböloide mit den Halbachsen a,, b, g 
und den daraus .abgeleiteten Daten : 
a 2e,a 
a, sei der Winkel des an der v-ten Fläche reflektierten Strahles mit der negativen 
&-Achse (Abb. 6). Der in das Paraboloid von rechts her einfallende Strahl sei ; 


achsenparallel und verlaufe in der &, y-Ebene; dann ist unter der Bezeichnung %, 


in 


Siz 


(36) 
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_ fiir die Ordinate des Strahlaufpunktes auf dem y-ten Spiegel 


1 1 ay 
SIN sın a, v=m+1 
sin &,_ı 
sin &,_ 
——*=* — g, + (1 — cosa,_ı) (42) 
sin &, 


== 
sina,’ ™ (1 + C08 %) 
Fiir gerades n ist die Brennweite 


(44) 


Für Variation des Aperturwinkels ist 


Ar, Ary, 

= + etg = + ctg a, Aa, (45) 
Aa, sin? x, n &y — (€y + oy) (1 cos ay_ 

Adm COS &, 


Ein System mit n >6 kann die Abbesche Sinusbedingung für eine Zone mit 
«, + 0 nur dann streng erfüllen, wenn die letzte Fläche mit dem Index n so ge- 


wählt ist, daß 


= sn ganz. (47) 


En . 
— => sin An—ı 
On 


Für n < 4 ist diese Bedingung streng nicht zu erfüllen. 


Diese zunächst nur für Spiegelsysteme 1. Art geltenden Rekursionsformeln 
gelten auch für Spiegelsystem 2. Art, wenn bei Ersatz eines sammelnden Hy- 
perboloids durch ein zerstreuendes das zugehörige a durch —a und e durch —e 
ersetzt wird. Die Formeln gelten für Spiegelsysteme 3. Art, wenn bei Ersatz eines 
Hyperboloids durch ein Ellipsoid b durch ib ersetzt wird, a durch —a und x, durch 
180° + x, (vgl. hierzu Abb. 16!). 


Verfasser dankt dem Institutsdirektor, Herrn Professor Dr. Lochte-Holt- 
greven, für seine großzügige Unterstützung und Herrn Professor Dr. Unsöld 
für die freundliche Überlassung einer vollautomatischen Rechenmaschine, ohne 
die Verf. vorliegende Arbeit nicht hätte durchführen können. 
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Den Herren stud. rer. nat. Pfleiderer und Karstensen dankt Verf. für ihre 
fleißige Mitarbeit bei den Rechhungen und bei der Anfertigung der Abbildungen. 


Auf Wunsch einer Firma wird mitgeteilt, daß der Gegenstand dieser Ver- 
öffentlichung zum Patent angemeldet wurde. 


Kiel, Institut für Experimentalphysik der Universität. 


(Bei der Redaktion eingegangen am 21. September 1951.) 
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Die Grenze der Totalreflexion. I") 
Strahlenoptische Näherung mit der Wolterschen Strahldefinition 
Von H. Maecker 
(Mit 9 Abbildungen) 


Inhaltsübersicht 


Der bereits früher?) angedeutete, ursächliche Zusammenhang zwischen der 
von Goos und Hänchen gefundenen Strahlversetzung bei der Totalreflexion 
und der vom Verf. nachgewiesenen Grenzschichtstrahlung wird mit Hilfe der 
Wolterschen Strahldefinition quantitativ durchgerechnet und führt zu Ergeb- 
nissen, die in ihrer Genauigkeit noch über die von Ott berechnete 2. Näherung 
des wellenoptischen Ansatzes hinausgeht. Im einzelnen ergibt sich, daß das total- 
reflektierte Spiegelbild eines Lichtpunktes ein Ring ist, ferner daß die Grenze der 
Totalreflexion ein wenig vom partiell reflektierten Grenzstrahl abgerückt ist, und 
schließlich, daß sich bei Beginn der Totalreflexion Interferenzen zwischen der 
Kugelwelle und der Grenzschichtwelle ausbilden. Lücken dieser Theorie können 
nur durch strenge wellenoptische Rechnungen ausgefüllt werden. 


I. Einfache Auffassung 


Die einfache Darstellung von den Vorgängen beim Übergang von der partiellen 
zur Totalreflexion ist folgende: Es befinde sich eine punktförmige Lichtquelle L 
in einem optisch dichten Medium I und schicke ihre Strahlen auf die ebene Grenz- 
fläche eines optisch dünneren 
Mediums II (n,/n, 1). 


Dann werden die Strahlen fiir » 
kleine Einfallswinkel teilweise al; 
gebrochen, teilweise reflektiert, a “7 


wobei sich die Amplituden nach 
den Fresnelschen Formeln be- 
rechnen. VergréBert man den 
Einfallswinkel 9 bis zum Grenz- 
winkel 9, = arc sinn, dann er- 
reicht die Amplitude des streifend 
ausfallenden Strahls den Wert 2 


— 
Einfallswinkel 


1) Auszugsweise vorgetragen auf Abb. 1. Amplitude einer Welle, die an der Grenz- 
der Physikertagung in Braunschweig fläche zum optisch dünneren Medium reflektiert 


im April 1951. wird, als Funktion vom Einfallswinkel, berechnet 
*) H. Maecker, Ann. Physik nach den Fresnelschen Formeln für parallele 


(6) 41, 409 (1949). Polarisation (n,/n, = 1/1,52) 


8* 
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und die des reflektierten den Wert 1, d.h. dieser Strahl hat die gleiche Ampli- 
tude wie der einfallende, er wird totalreflektiert. Bei noch größeren Einfalls- 
winkeln verkümmern die gebrochenen Strahlen zur inhomogenen Welle, während 
die Totalreflexion erhalten bleibt, wenn auch eine wachsende Phasenverschiebung 
Platz greift. Den quantitativen Zusammenhang zwischen reflektierter Amplitude 
und Reflexionswinkel in der Umgebung des Grenzwinkels zeigt Abb. 1, berechnet 
nach den Fresnelschen Formeln. Zeichnet man nun die reflektierten Strahlen 
als Radien einer um den Spiegelpunkt gelegten Kugel und ordnet jedem Strahl 
die Amplitude nach Abb. 1 zu, dann entsteht das serene Bild von der par- 
tiellen und totalen Reflexion. 


Il. Kritik an der einfachen Auffassung 


Die skizzierte, strahlenoptische Darstellung verzichtet als solche bewuBt auf 
die nur von der Wellenoptik erfaBbaren Beugungserscheinungen, andernfalls 
hatte beim Grenzwinkel kein Amplitudenknick herauskommen kénnen. Dagegen 
erfordert die von Goos u. Hänchen?) nachgewiesene Strahlversetzung bei der 
Totalreflexion eine kritische Überprüfung der einfachen Auffassung. Dabei zeigt sich, 
daß es unberechtigt ist, ohne weiteres anzunehmen, daß der reflektierte Strahl 
von dort ausgeht, wo der einfallende die Grenzfläche erreicht hat. Denn bei der 
theoretischen Ableitung des Reflexionsgesetzes aus den Stetigkeitsbedingungen 
folgt nur, daß der Einfallswinkel gleich dem Reflexionswinkel ist, es wird aber 
keine Aussage darüber gemacht, wo der reflektierte Strahl entspringt. Mit anderen 
Worten, man durfte nicht a priori die reflektierten Strahlen scheinbar vom Spiegel- 
der Lichtquelle ausgehen lassen, vielmehr muß man nach einem neuen Kriterium 
suchen, um den Ort der reflektierten Strahlen festzulegen. Ein solches hat Art- 
mann‘) angegeben. Wir wollen hier jedoch den von H. Wolter) angegebenen 
Weg gehen. 


III. Woltersche Strahldefinition 


In der abbildenden Optik interessiert man sich für einfache Wellenflächen®) 
und deren Verformung durch die abbildenden Geräte, erst in zweiter Linie für 
den Energiestrom. Könnte man nun jeden Punkt einer Welle kennzeichnen und 
ihn auf seinem Wege durch die Optiken verfolgen, so könnte man auch überall 
die Wellenflächen konstruieren und ihre Deformationen feststellen. Diese Kenn- 
zeichnung eines Punktes der Wellenfront hat Wolter?) dadurch erreicht, daß er 


3) F. Goos u. H. Hänchen, Ann. Physik (6) 1, 333 (1947). 
4) K. Artmann, Ann. Physik (6) 2, 87 (1948). 
5) H. Wolter, Ann. Physik (6) 7, 341 (1950). 
6) Unter einfacher Wellenfläche wollen wir eine solche verstehen, bei der der Poyn- 
. tingsche Vektor innerhalb einer Periode seine Richtung nicht ändert. Kreuzen sich da- 
gegen zwei Wellenfelder, so entstehen auch Wellenflächen gleicher Phase auf den Winkel- 
halbierenden, bei denen aber der Poyntingsche Vektor innerhalb einer Periode seine 
Richtung ändert (typisches Beispiel: Intomogene Welle bei der Totalreflexion im dünneren 
Medium und ihre Fortsetzung im dichteren Medium). Während die einfache Wellenfläche 
den üblichen Abbildungen durch Optiken unterworfen werden kann, gelingt dies bei einer 
zusammengesetzten Wellenfläche nicht. Beispiel: Zwei gekreuzte Wellenfelder bilden 
in der Winkelhalbierenden Wellenflächen gleicher Phase, aber verminderter Geschwindig- 
keit. Setzt man parallel zu diesen eine Linse, so werden sie nicht etwa im Brennpunkt 
vereinigt, sondern es entstehen zwei weit getrennte Lichtpunkte, entsprechend den beiden 
einfachen Wellen. 

7) H. Wolter, Z. Naturforschg. 5a, 143 (1950). 
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der ursprünglichen Welle eine zweite, um dd verdrehte Welle überlagert und den 
Schnittpunkt der beiden Wellen als gekennzeichneten Punkt wählt. Der Weg 
dieses Punktes soll als Strahl im Sinne der abbildenden Optik definiert sein. Diese 
Methode wollen wir nun auf unser Problem der Reflexion von Kugelwellen am 
optisch dünneren Medium anwenden, indem wir die Kugel in der Umgebung der 
gewählten Einfallsrichtungen durch die Tangentialebene ersetzen und den Weg 
gekennzeichneter Punkte ver- 
folgen. Der Vorteil dieses Ver- 
fahrens ist, daß die resultieren- \ / 
den Wellenfronten wieder ein- eg 
fach sind und ihre Verformung q / 
durch optische Geräte ange- x d 
geben werden kann. Sein \ / 
Nachteil ist, daß Beugungs- \ / 
erscheinungen, die in Gebieten 
starker Amplitudenänderungen 
entlang der Wellenfronten merk- Up 43, 
lich werden, nicht erfaßt werden. 
Gemäß unseren Voraus- 
setzungen lassen wir von L pbb, 2. Zur partiellen Reflexion an der Grenz- 
(Abb. 2) im dichteren Medium - fläche zum optisch dünneren Medium 
eine ebene Welle mit dem Ein- 
fallswinkel 9, auf die Grenzfläche zum dünneren Medium fallen. Die Gleichung 
dieser Welle ist: 


L kz 
\ 


i (zsind, - 2008 9,)-iot 


U,=A,e 


und die einer ihrer Wellenfronten: 


(1) 


on, 22M, §) 
(2) 
Jetzt überlagern wir zur Festlegung des einfallenden Strahls dieser Welle eine 
zweite mit dem etwas anderen Einfallswinkel 9, und schreiben die mit der ersten 
gleichphasigen Wellenfront an: 
k asin —kzcos#d, — wt = const. (3) 
Den Schnittpunkt beider Wellen und seinen Weg finden wir durch Gleichsetzen 
der Koordinaten k x und k y in Gl. (2) und (3) und durch Auflösen nach k z: 
Die Differenz von Gl. (2) und (3) liefert 
k x (sin 9, — sin 9,) — kz (cos d, — cos ,) = 0, (4) 


woraus dann wird 


kzsind, —kzcosd, —wt=cont mit k= 


sind, — sin d, 
cond, — aad,” (5) 
Geht man nun mit der Differenz 9, — #, > dd zur Grenze über, dann ist physika- 
lisch aus den beiden Wellen wieder eine einzige geworden, bei der aber der ehemalige 
Schnittpunkt als fester Punkt der Wellenfront gekennzeichnet bleibt. Aus Gl. (5) 
wird dann für den einfallenden Strahl: 

d(sind) _ d (sind) d(cosd) 
d (cos 9) 


kz=kx 


= ka — kxcted. (6) 


8) Alle Längen werden weiterhin mit diesem Maßstabsfaktor versehen. 
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Das ist aber gerade diejenige Wellennormale, die durch den Koordinatenursprung 
geht, in Übereinstimmung mit der üblichen Vorstellung vom Strahl. Diese Rech- 
nung zeigt, daß man zur Auffindung des Strahls lediglich die Gleichung der Wellen- 


front nach ® zu differenzieren braucht. Für den partiell reflektierten Strahl findet 


man ebenso aus der partiell reflektierten Wellenfront 


kxzsin®+kzcos®— wt = const (7) 
durch Differentiation nach # die Gleichung 
kz=kxctg®. (8) 


IV. Die Strahlversetzung bei der Totalreflexion 


Die totalreflektierte Wellenfront ist charakterisiert durch die Phasenver- 
schiebung 2 y für die senkrechte Polarisation und 2 @ für die parallele Polarisation 


‘ae a (Abb. 3). Sie stammt von 
4 der komplex gewordenen, 
Ue Fresnelschen Amplitude 
Up und ist durch die Bestim- 
mungsgleichung definiert: 
| Senkrechte Polarisation 
SSS < Vsin? — n? 
N 
/I (9) 


Abb. 3. Zur totalen Reflexion an der Grenzflache zum Parallele Polarisation 


optisch diinneren Medium Die Phasenverschiebung 2 y sin? 8 — n? 
bewirkt die Strahlversetzung kx, 
! 
wii i Damit lautet die Gleichung fiir die 
| totalreflektierte ebene Wellenfront: 
! 
at! i kxsind +kzcosd— 2y— wi 
! = const 
(10) 
i kxzsind+kzcosd— 29 — ot 
ur: i i i = const, 
iit 
Ha Fi woraus die Gleichung für einen total- 
ST \ #4 reflektierten Strahl durch Differen- 
A 1,’ N; tiation von Gl. (10) nach # folgt: 
\ 
; ! 

RE kxcos®— kzsind— =0 | 
PEN (11) 
& dd 
= oder mit 

Reflexionswinkel 3 —» 
Abb. 4. Strahlversetzung totalreflektierter sv (12) 


dp 1 +n!tg?p 
dd tgp n!(1 + 


Strahlen in Abhängigkeit vom Einfallswinkel 
(ns/n, = 1/1,52) 
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tg ysin d tg p sind “nt? 
4 
wobei B = ee x | ist. 
Für z = 0 ergibt sich die Strahlversetzung entlang der Grenzfläche zu 
tg g9 B 


in Übereinstimmung mit K. Artmann‘*) und H. Wolter’) (s. Abb. 4). 


V. Die totalreflektierte Wellenfront einer Kugelwelle 


Der Ausgangspunkt der totalreflektierten Strahlen mit der Phase 0 ist wegen 
der Phasenverschiebung nicht mehr der Koordinatenursprung, sondern ein anderer 
Punkt S in Abb. 3, dessen Koordinaten wir leicht finden, indem wir den reflek- 
tierten Strahl mit der reflektierten Wellenfront der Phase Null zum Schnitt 
bringen: 

Durch Gleichsetzen der Koordinaten in der Gleichung der reflektierten Wellen- 
front mit der Phase Null 


kasind + kzcosd —2y=0 (10a) 
und des reflektierten Strahls 
B 


kz=ctgd-kx—2 2 ysind kz=ctg0-ka— = (13) 
entstehen die Koordinaten des Ausgangspunktes des reflektierten Strahls: 
kxz,=2sind(y-+ ctey) ka, = 2sin (y + 
(15) 


kz, = 2 cos (p — te? 0 ctg yp) kz,= 2cosd(g — ete y=). 


Diese Koordinaten legen für verschiedene # Punkte fest, in denen die Phase 
der reflektierten Welle gleich Null ist. Sie stellen also fiir variables # eine Kurve 
dar (Abb. 6, kl = 0), die die totalreflektierte Wellenfront mit der Phase Null 
einer vom Ursprung her einfallenden Kugelwelle ist. Diese Kurve tritt also an die 
Stelle des Kreises um den Spiegelpunkt mit dem Radius Null, den man früher 
als totalreflektierte Kugelwelle mit der Phase Null angenommen hat. 

Befindet sich die Lichtquelle nun nicht im Ursprung, dann legen wir zweck- 
mäßig ein neues Koordinatensystem in den mathematischen Spiegelpunkt der 
Lichtquelle. In diesen neuen Koordinaten bleibt die Gleichung füt die reflek- 


_ tierten Strahlen unverändert erhalten, wie auch eine elementare Rechnung zeigt, 


weil eine Verschiebung des Ursprungs parallel zum Strahl ohne Einfluß auf die 
Strahlgleichung ist (Abb. 5). Auch alle anderen Gleichungen ändern sich nicht, 
wenn die Phase von der Kurve k x,, kz, aus gerechnet wird. Wir können also 
die Bezeichnungen k x und kz auch für das neue Koordinatensystem mit dem 
Ursprung im Spiegelpunkt beibehalten, insbesondere gelten auch hier die Gl. (15) 
für die totalreflektierte Wellenfront der Phase Null einer Kugelwelle. 

Will man nun die Gleichung für eine Wellenfront der Phase kl ableiten, wobei 
! die Entfernung der gesuchten Wellenfront von der mit der Phase Null, entlang 
des Strahls gemessen, ist, so hat man nach Abb. 6 zu ‘den Koordinaten k x, bzw. 
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kz, der Wellenfront Null die Summanden k 1 sin # bzw. kl cos © hinzuzufügen, um 


die Koordinaten der neuen Wellenfront k x, bzw. kz, zu erhalten: tot. 

zeig 
(16) Zw 
kz,=kz,+klcos®. auf 

sta 
win 
5 = win 
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Abb. 5 veranschaulicht den Einfluß der Strahlversetzung auf die Lage der 
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totalreflektierten Strahlen und auf die totalreflektiert;n Wellenfronten. Abb. 6 
zeigt einige totalreflektierte Wellenfronten, an denen für positive Phase die 


Zweiteilung durch einen Umkehrpunkt 


auffällt. Der nahezu geradlinige Teil 

stammt von Strahlen, deren Reflexions- X 

winkel nur wenig größer als der Grenz- 

winkel ist. Er ist identisch mit der Aa ep 

Grenzschichtwelle, die von O0. v. 

Schmidt®) vorausgesagt, vonH.Ott”) 32% % 3 52035 0 

berechnet und: vom Verfasser?) nach- 1 

gewiesen worden ist. Der nahezu kugel- 

formige Teil, der von Strahlen mit ‘o 

größerem # erzeugt wird, ist derjenige, 

der in der Praxis bei Anwendung der Ng 25} x 

Totalreflexion allein zum Tragen kommt. ar 
Ferner zeigen Abb. 5 und 6, daB das gt i 

totalreflektierte Spiegelbild in der 

Ebene kz =0 kein Lichtpunkt, son- “N 

dern ein leuchtender Ring mit nach m ur 

außen schnell abfallender Intensität ist. 

Sein Durchmesser ist nach Abb. 6 m She 

allerdings nur 2 kr, = 10, also 27,= Abb. 6. Wellenfronten und ihre Evoluten 

10/k = 104, /2 nı A,. (Kaustiken) 


VI. Die Grenze der Totalreflexion 


Die totalreflektierten Strahlen bilden eine Einhüllende (Abb. 5), auf der die 
Umkehrpunkte der Wellenfronten liegen, und die die Evolute der Wellenfronten 
als Evolventen ist, wie schon in einer früheren Arbeit gezeigt wurde?). Wir finden 
die Gleichung der Evolute als geomietrischen Ort für die Schnittpunkte zweier 
benachbarter Strahlen durch Differentiation der Strahlgleichung (13) nach # 


tg? 9sind BC 
g Sin? tg? y _ 9sink B = 
kz,=2 Pr kz,=2 (17) 


C=1+4 2(1—*4) sin?g rl. 


Die Evolute ist die wahre Grenze der Totalreflexion, sie fällt nicht mit dem 
partiell reflektierten Grenzstrahl zusammen, vielmehr klafft zwischen beiden 
eine Lücke, die durch die große Strahlversetzung der grenzstrahlnahen, total- 
reflektierten Strahlen verursacht worden ist. Allerdings wird die Lücke in Wahrheit 
durch Beugungsvorgänge ausgefällt, die aber erst durch eine strenge wellenoptische 
Rechnung im Teil II erfaßt werden. Die kleine Verschiebung der Grenze der Total- 
reflexion wird sich aller auch dann bestätigen. 


®) O. v. Schmidt, Physik. Z. 39, 868 (1939). 
10%) H. Ott, Ann. Physik (5) 41, 443 (1942) u. (6) 4, 432 (1949). 


| 
~ 
| 


122 Annalen der Physik. 6. Folge. Band 10. 1952 


VIL. Berechnung der Intensitäten 


Zur Berechnung der Intensitäten legen wir um die Lichtquelle die Einheits- 
kugel (Abb. 7), schneiden aus deren Oberfläche einen Zonenring der Breite dd 
heraus und verfolgen die Größen- 


veränderung dieses Ringes auf 
er seinem Wege mit den Strahlen. 
A, Die Intensität setzen wir dieser 
Tw-fe Veränderung umgekehrt propor- 
f tional. Gleichzeitig gehen wir 
L I n,=152 . 
3 wegen der Rotationssymmetrie 
sind 13 2w um die z-Achse von der x-Koor- 
re \ dinate zur r-Koordinate über. 
N 7 Die Fläche eines Zonenrings 
4 auf der Einheitskugel ist 
Abb. 7. Zur Berechnung der Intensitäten F,=2nsinddd. (18) 


Die Fläche des entsprechenden Ringes an der Stelle r,,, z,, ist nach Abb. 7 
dd 


(Mw — Te) ins‘ (19) 
Dann gilt fiir die Intensitat J an der Stelle Tei 
1 
J (20) 
und mit Gl. (17) 
k* sin? ae: k? sin? (21) 
br. (x ) kr. (x ) 


Ist nun ein Punkt kr,, kz,, vorgegeben, dann ermittelt man aus der Strahl- 
gleichung 


2 
kz=ctg0-kr— : 


tg y cos # 
das zugehörige 9 und geht damit in die Intensitätsgleichung (21) ein: Aus Gl. (20) 
und (21) erkennt man, daß die Intensität sehr groß- wird, wenn entweder k r„,>0 
geht, also auf der negativen k z-Achse, oder wenn kr,, dem kr, zustrebt, also auf 
der Evolute, denn an ihr häufen sich die tangierenden Strahlen. 

Als Anwendung der Intensitätsformel wollen wir die Intensität längs der 
negativen kz-Achse berechnen. Hier liegt nämlich der vom Verfasser in der Arbeit) 
als „„‚Komet‘‘ bezeichnete Lichtschweif als virtuelles Bild, das von den rückwärtigen 
Verlängerungen der totalreflektierten Strahlen gebildet wird. 

Wir machen in Gl. (21) kr,, so klein, daß es in der Klammer im Nenner ver- 
nachlässigt werden kann. Dann wird nach einfacher Umformung 


(13) 


_ B te? p cos* 6 (22) 
kr, sin® cos 8 sin cos® n C4 8 B 
Den letzten Quotienten kénnen wir aus. der Strahlgleichung 
2 2 B 
kz = te (13) 


du! 
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‘ den Grenzwinkel®, mit der k z-Achse 
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durch — (k z)"® ersetzen, wenn wir kr wieder verschwinden lassen: 


4h B 


~ kr, (kz)® sin cos d (k sin 8 cos (23) 


J 


In Abb. 8 ist der lg J gegen (k z)® aufgetragen. Man überzeugt sich, daß die 


Kurven für nicht zu kleine k z in die (gay Abhängigkeit übergehen, wo sie den 
Abstand n* voneinander haben. Für N 

diesen asymptotischen Bereich kann or J 2 cae 
man in Gl. (23) =, setzen, weil 
die Strahlen von größeren, negativen 
k z-Werten ‘aus als Tangenten an die 
Evolute in Abb. 6 die Richtung ihrer 


Asymptoten annehmen, also praktisch 


einschließen. In dieser Näherung wird 


4h 

J — - 
kr, nV 1— n? (kz)® | 

kr, nV 1—n? (kz)? nt 


in Übereinstimmung mit O. Ott”), 
der den strengen wellenoptischen 
Ansatz bis zur zweiten Näherung 
gelöst hat. Schon hier sieht man am 
Übergang von Gil. (23) zu Gl. (24), 
daß die abgeleiteten strahlenoptischen 


Betrachtungen den wellenoptischen App. 8. Relativer Intensitätsverlauf entlang 
in 2. Näherung überlegen sind. der negativen z-Achse (,,Komet*) 


(24) 
J 


VIII. Komplexe Darstellung 


Bei der Berechnung der Intensität in einem beliebigen Punkte kr,, kz, 
oberhalb der Scheitelebene der Evolute ist im Gegensatz zum „Kometen“ zu 
beachten, daß durch jeden Punkt zwei Strahlen mit verschiedenen # gehen, nämlich 
die beiden Tangenten an die Evolute. Davon gehört der Strahl mit dem höheren 
Berührungspunkt und kleinerem ® zur Grenzschichtwelle, der mit dem tieferen 
Berührungspunkt und größerem 9 zur Kugelwelle. Dementsprechend ergibt das 
kleinere 9, in die Intensitätsformel (21) eingesetzt, die Intensität der Grenzschicht- 
welle, das größere # die Intensität der Kugelwelle am Ort kr, k z,,. 

Um nun die Gesamterregung an einem Ort zu finden, darf man natürlich nicht 
die beiden Intensitäten einfach addieren, sondern man muß die Amplituden phasen- 
gerecht überlagern. Wie bedienen uns dazu der komplexen Schreibweise, indem 
wir die von einer Welle erzeugte Schwingung U durch die Gleichung beschreiben 


U = (25) 


Die Phase 6 ist gegeben durch die k-fache Entfernung des Aufpunktes von der 
Wellenfront mit der Phase Null. Bei der Totalreflexion ist nach Gl. (16) 
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und (15) 


a kr kr B 
6=kl= 2ctgy— 2y sind — 2ctgp 29, (26) 


wobei der Zusammenhang zwischen ® und kz wieder durch die Strahlgleichung 
hergestellt wird: 


2 B 


2 


tg y cos (13) 


Für die Kugelwelle ist es zweckmäßiger, zu Kugelkoordinaten k R’ und x mit 
den Transformationsgleichungen 


kr=kRsinx und kz=kR'cosx (27) 
überzugehen. Dann ist die Phase 


‚sin ‚sin B 
kKl=kR 2Y kKI=kR 2ctep- 29 (26 a) 


mit der Strahlgleichung 


k R' cos x k R’ cosx 
2 2 B 13a) 
=ctg®kR tgp cos =ctg0kR MAT cosd a ( 


oder nach einiger Umrechnung 


k= | (k 4 2y ki=// (k — (26b) 
mit der Strahlgleichung 
‚sin ‚sin x 


Als Amplitude A nehmen wir die Wurzel aus der Intensität nach Gl. (21): 


sin tg? sin: 
Ver(er— Ver(er—: . Be 
oder in Kugelkoordinaten 
i = i sina, — BA 
| , sina ‚sin « , sina 


sin’ ta*p nt 


wieder mit Gl. (13b). 
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Phase (27) und Amplitude (28) ergeben zusammen nach Gl. (25) die Erregung 


kr kr 
otg!#sin® 2 BC 
oder in Kugelkoordinaten 
3 ke ke 
, sina , Sine ‚8 na 
ye R sind (i R sind tg? 4 ya. sin d (« R sin 0 =) 


Die Gleichungen müssen nach Phase und Amplitude für 9 ~ 9,, also für kleine 
y bzw. g, näherungsweise die ebene (konische) Grenzschichtwelle darstellen; 
dagegen für d >9,, also für größere y bzw. , eine Kugelwelle. Die letztere findet 
man leicht aus Gl. (29a), wenn man die Glieder mit y bzw. p gegenüber k R’ ver- 
nachlässigt. Das ist für nicht zu kleine y bzw. @ erlaubt, weil dann die vernach- 
lässigten Glieder von der Größenordnung 1 werden, während k etwa 2 - 105 für 
sichtbares Licht und Glas ist, k R’ also bei einigen cm Entfernung von der Größen- 
ordnung 108 ist. Aus der Phase in Gl. (29a) wird dann k R’ und die Amplitude 


geht mit Gl. (13b) über in — : 


rok Für die Kugelwelle gilt also näherungsweise 


(30) 


Bei der Grenzschichtwelle dagegen ist 9 ~ d,, y bzw. p also sehr klein, ctgy 
aber groß. Dann müssen wir y bzw. @ als schnell mit # veränderliche Funktion 
mit Hilfe der Strahlgleichung aus Gl. (20) eliminieren und können dann d allein 
durch ersetzen. 


Nach der Strahlgleichung (13) ist 


cos? B 
2ctgy= kr—kzcos® 2ctgg— kr—kzcos# (13) 


Setzen wir dies in die Phase von Gl. (29) ein, ersetzten ferner # durch #, und lassen 
schließlich das kleine y bzw. m außer Acht, dann wird die Phase der Grenzschicht- 
welle 

kr sind + kzcosd,, (31) 
also gerade gleich der ebenen Welle, die den Grenzwinkel als Reflexionswinkel hat. 


Ähnlich verfahren wir bei der Amplitude. Aus dem Radikand in Gl. (29) 
wird mit Gl. (13) 


(kr)? — 7 (kr)* cost _ tg ey (kr)? — r)* cost gd). 
(32) 


Für genügend große kr kann (kr)? gegen den zweiten Term mit (k r)* vernach- 
lässigt werden. Ziehen wir dann die Wurzel mit dem negativen Vorzeichen (dies 
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% 
verlangt der Vergleich mit der Wellentheorie) und setzen noch ?=%, und 
sin 3) = n bzw. cos®, = yı — n?, dann wird aus Gl. (29) mit Gl. (31) und (32) 


ikrn+ikzVı-n: ikrn+ikzYı-n® 


2ikne Dikne 
(kr)? (1 m)(1 5) nt (kn? nt) (1— 5) 
(33) 


wieder in Übereinstimmung mit der 2. wellenoptischen Näherung von Ott. Wir 
entnehmen dieser Tatsache, daß der hier ausgeführte Strahlenansatz nicht nur 
vernünftig ist, sondern sogar über die zweite Näherung des wellenoptischen An- 
satzes hinaus,geht, denn wir konnten erst durch einige Vernachlässigungen zu 
den Ottschen Resultaten gelangen. 


IX. Die Gesamterregung 


Die komplexen Gln. (29) und (29a) sind also die Lösungen des strahlenoptischen 
Ansatzes. Die Gleichungen haben für jeden Ort entsprechend den beiden 9 und 


Abb. 9. Kugelwelle, Grenzschichtwelle und Gesamterregung auf der Kugel um den 

Spiegelpunkt mit k R’ = 10% und n,/n, = 1/1,52 für parallele Polarisation in der kom- 

plexen U-Ebene. Parameter ist «— #, in Minuten. (S. a. anschließende Arbeit Abb. 5, 
6 und 7) 
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den Wellenteilen, namlich Grenzschichtwelle und Kugelwelle, auch zwei Lésungen. 


Durch phasengerechte Addition beider erhält man die Gesamterregung. 
& 


Es möge nun die Gl. (29a) für das spezielle Beispiel n = ip. tk# = 10% 
und parallele Polarisation numerisch ausgewertet werden und zwar zunächst ge- 
trennt nach Amplitude und Phase für die Kugelwelle und Grenzschichtwelle. 


Die numerischen Rechnungen müssen mit großer Genauigkeit durchgeführt 
werden, weil alle Funktionen sehr empfindlich von 9 abhängen. So wird z. B. die 
Grenzschichtwelle von Strahlen in dem kleinen Winkelbereich von 9, = 41° 8’ 22” 
bis # = 41° 36’ 20” erzeugt. Die Ergebnisse sind in Abb. 9 zusammengestellt. 
Die Kurven verlaufen in der komplexen U-Ebene und sind die geometrischen Orte 
fiir die Endpunkte der Radienvektoren. Der Polarwinkel « ist als Parameter hinzu- 
gefiigt. Die Kugelwelle kommt von Unendlich mit schwach negativer Phase her 
und nähert sich schnell dem Einheitskreis, auf dem sie verbleibt und nur noch 
langsam ihre Phase mit 29 verschiebt. Die Grenzschichtwelle kommt ebenfalls 


aus dem Unendlichen, aber mit der Phase + 5 . Ihre Amplitude sinkt rasch ab 


und mit ihr die Phase, so daß eine Spirale um den Ursprung entsteht. Die Über- 
lagerung beider Wellen zur Gesamterregung führt zu Interferenzen, die aber 
schnell verklingen. Eine andere Darstellungsart dieser Ergebnisse findet sich 
in der folgenden Arbeit, Abb. 5, 6 u. 7. 


X. Schwächen der strahlenoptischen Betrachtung 


Die strahlenoptische Betrachtung ist immer dann von Vorteil, wenn sich die 
Amplituden entlang der Wellenfront nicht zu stark.ändern, weil dann Beugungs- 
erscheinungen ohne Bedeutung sind. Treten jedoch, wie hier bei der Evolute, 
Häufungsstellen von Strahlen auf, dann führt die Strahlenoptik sicher zu fehler- 
haften Resultaten. So ist es z. B. undenkbar, daß hinter der partiellen Reflexion 
eine strahlenlose Lücke existieren soll, während sich daran anschließend eine 
Kante mit unendlicher Intensität erheben soll. Um hier eine Klärung zu schaffen, 
muß man auf die Wellenoptik zurückgehen, was in der folgenden Arbeit geschehen 
soll. 


XI. Zusammenfassung 


1. Man kann nach Wolter einen Punkt einer Wellenfront dadurch kennzeich- 
nen, daß man ihn als Schnittpunkt zweier, ein wenig gegeneinander geneigter 
Wellenfronten definiert. Der Weg dieses Schnittpunktes ist dann ein Strahl. 


2. Mit dieser Strahldefinition gelingt es leicht, wie schon Wolter gezeigt hat, 
die Strahlversetzung bei der Totalreflexion zu berechnen. 


3. Die versetzten, totalreflektierten Strahlen haben eine Wellenfront, die 
durch einen Umkehrpunkt in der Nähe des Grenzwinkels in zwei Teile geteilt wird, 
einer von etwa Kugelgestalt, der andere etwa von der Form eines Kegelstumpfes 
(Grenzschichtwelle). 


4. Die totalreflektierten Strahlen bilden eine Kaustik (geometrischer Ort für 
die Umkehrpunkte), die die wahre Grenze der Totalreflexion darstellt. Sie ist 
von dem partiell reflektierten Grenzstrahl durch eine kleine Lücke ohne Strahlung 
getrennt. 
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5. Durch die Strahlversetzung erscheint das totalreflektierte Spiegelbild ein 
punktförmigen Lichtquelle nicht als Punkt, sondern als ein nach außen abschaf 
tierter Ring. 


6. Die Intensitäten und als Wurzel daraus die Amplituden werden der Obeg 
fläche zwischen zwei Strahlenflächen umgekehrt proportional gesetzt. 


7. Als Anwendungsbeispiel wird der Intensitätsabfall entlang des „Kometer@ 
dem virtuellen Ausgangspunkt der age Strahlen hinter dem math@g 
matischen Spiegelpunkt der Lichtquelle, für n = is ermittelt. 

8. ‘Aus Amplitude una Phase lassen sich die Erregungen als komplexe Größe 
darstellen. Diese kérinen durch kleine Vernachlässigungen in die von H. Of 
nach der Wellenoptik in zweiter Näherung berechneten Formeln überführt werden 
Die hier dargestellte Strahlenauffassung geht also noch über die 2. Näherung d@ 
wellenoptischen hinaus. 

1 


9. Für ein bestimmtes Beispiel (n = "u 


punkt R’ ~ 6 cm) werden die resultierenden Formeln durchgerechnet. Die Übe 
lagerung der Kugelwelle mit der Grenzschichtwelle führt zu Interferenzen. 


und Abstand vom Spiegel | 


Den Herren cand. phys. J. Greve und W. Hoff danke ich für die fleißig 
Mitarbeit bei der numerischen Auswertung. 


Kiel, Institut für Experimentalphysik der Universität. 


(Bei der Redaktion eingegangen am 29. Oktober 1951.) 
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